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前言

预备知识: 初等数论, 高等代数 (线性代数和多项式), 数学分析, 复变函数,

近世代数.

参考文献: 代数数论入门 by 冯克勤

课程内容包括解析数论和代数数论, 如果课时允许, 会补充组合数论的内容.

由于各种各样的原因, 这份笔记与教学的内容和顺序并不完全重合, 笔记中

可能出现的所有的笔误和数学错误完全是我个人的原因, 若您发现任何问题请与

我联系.

Adaus
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Part I

解析理论

1 素数分布 ( 初等证明 )

本章旨在回顾一些初等的内容, 并同接下来的解析方法做一个对比. 为有助

于回顾复习, 要用到的一些初等数论的结果会以引理的形式给出.

1.1 基本定理

定理 1.1. 有无穷多个素数.

证明. 用反证法.

下面我们看 Euler 怎么证明定理1.1.

证明. 考虑算术基本定理, 当 s > 1 时,
∞∑
n=1

1

ns
=
∏
p

(1 +
1

ps
+

1

p2s
+ · · · ) (1)

=
∏
p

(1− 1

ps
)−1 (2)

而

lim
s→1+

∞∑
n=1

1

ns
= ∞

于是 (1.2) 等号右边是一个无穷乘积, 即素数有无穷多个.

定义 1.2. 我们称

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
(s ∈ C, Re(s) > 1)

为 Riemann zeta 函数.

1



注. 设 a(n)是积性的数论函数,且对于固定的 ϵ0 ≥ 0, |a(n)| ≤ nϵ0,则当 s > 1+ϵ0

时,
∞∑
n=1

a(n)

ns
=
∏
p

(1 +
a(p)

ps
+
a(p2)

p2s
+ · · · ) (3)

等号右边的式子一般称为 Euler 乘积.

我们再给一个拓扑的证明 (Hillel Furstenberg, 2020 年 Abel 奖得主).

证明. 对 a ∈ Z, b ∈ Z+, 引入记号

a(mod b) := {n ∈ Z|n ≡ a(mod b)}

我们引入一个 Z 上的拓扑 (Z, τ) 如下. 对于任意子集 A ⊂ Z, A ∈ τ 当且仅

当要么 A = ∅, 要么 ∀a ∈ A, ∃b ∈ Z+, s.t. a(mod b) ⊂ A.

验证这是一个拓扑是容易的.

根据定义, ∅ ∈ τ , Z = 0(mod 1) ∈ τ .

如果 {Aλ} ∈ τ(λ ∈ Λ), 则只需考虑它们不全是空集的情况, 根据定义, ∀a ∈⋃
λAλ, ∃b ∈ Z+, s.t. a(mod b) ⊂

⋃
λAλ.

如果 A1, A2 ∈ τ 非空, 则 ∀a ∈ A1 ∩ A2, ∃b ∈ Z+, s.t. a(mod b) ⊂ A1 ∩ A2.

易见 a ∈ Z, b ∈ Z+, a(mod b) ∈ τ .

对任意 n 6= ±1(n ∈ Z), 都存在素数 p, s.t. p|n, i.e. n ∈ 0(mod p), 并且对于

±1, 不存在这样的素数.

因此

Z \ {1,−1} =
⋃
p

0(mod p)

而

{1,−1} =
⋂
p

(Z \ 0(mod p)) /∈ τ

故 ⋂
p

(Z \ 0(mod p)) =
⋂
p

(1(mod p) ∪ · · · ∪ (p− 1)(mod p))

等式右边不是有限交
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思考. 4k + 1 型素数是否有无穷多个.

4k − 1 型素数是否有无穷多个.

定理 1.3. 设 q 是固定的正整数, 则有无穷多个形如 qk + 1 形素数 (k ∈ Z+)

证明. 考虑分圆多项式

Φn(x) =
n∏

k=1
(k,n)=1

(x− e2πi
k
n ) ∈ Z[x]

它与 xk − 1 (1 ≤ k < n) 在 Z[x] 中互素.

假设只有有限个素数 p1, . . . , pm ≡ 1(mod q)

取 t 为充分大的正整数, 记 a = tqp1 . . . pm. 考虑 Φq(tqp1 . . . pm) 的素因子 p.

于是 p|aq − 1. 因此 p 6= p1, . . . , p 6= pm, p - q. 于是 p|Φq(a)|aq − 1.

设 k 是使得 p|aj − 1(j ∈ Z+) 成立的最小的 j.

断言. k = q.

下面我们证明断言. 记 r = q
k
∈ Z+. 假设 k < q, 即 r < 1.

我们有如下多项式的整除关系

Φq(x)|xq − 1 = (xk − 1)(xk(r−1) + · · ·+ xk + 1)

则

Φq(x)|(xk(r−1) + · · ·+ xk + 1)

因此, 代入 a 有

Φq(a)|(ak(r−1) + · · ·+ ak + 1)

而 ak ≡ 1(mod p), 于是

p|
r−1∑
j=0

(ak)j ≡ r(mod p)

因此 p|r|a, 与假设矛盾. 这证明了断言.

接下来根据费马小定理, 我们有 p|ap−1 − 1, 则 q|p − 1. 因此 p ≡ 1(mod q).

与假设矛盾.

注. m = 0 的情况是有可能的.
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1.2 一些数论函数及其性质

现在我们介绍一些函数.

(1) Von Mangoldt 函数 Λ : Z+ → R

Λ(n) =

log p n = pk, p 是素数, k ∈ Z+,

0 otherwise.

(2) 对一个固定的实数 x, 所有比 x 小的素数个数给出一个函数

π(x) =
∑
n≤x

1P(n)

=
∑
p≤x

1

其中 1P 是素数集合的特征函数.

(3) 在 π(x) 的和式中考虑一个权重

θ(x) =
∑
n≤x

1P(n) logn

=
∑
p≤x

log p

(4) ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(x)

我们给出一些 Von Mangoldt 函数的性质.

命题 1.4.
∑
d|n

Λ(d) = logn

证明. 循定义验证即可.

命题 1.5. 当 Re(s) > 1 时,
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
绝对收敛.
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证明. 由命题1.4, 我们有

Λ(n) ≤
∑
d|n

Λ(d) = logn

于是
Λ(n)

ns
≤ logn

ns

至此, 我们粗略的看看下列两个无穷级数的乘积.

(
∞∑
n=1

1

ns
)(

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
) =

∞∑
m=1

∞∑
k=1

1

ms

Λ(k)

ks

=
∞∑
n=1

∑
m,k

mk=n

1

ms

Λ(k)

ks

=
∞∑
n=1

logn
ns

= −ζ ′(s)

这几乎得到了
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
的表达式,但我们还不清楚 ζ(s)的零点,不能将它挪

到等式右边. 某种程度上它也推动着我们去探索 ζ(s) 的零点. 之后我们会看到这

实际上给出了 Von Mangoldt 函数的 Dirichlet 级数.

为了证明素数定理, 我们需要做一些准备工作.

定理 1.6. 下列叙述等价.

(1) π(x) ∼ x

logx

(2) θ(x) ∼ x

(3) ψ(x) ∼ x
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证明. (2 ⇔ 3):

0 ≤ ψ(x)− θ(x) =
∑
k≥2

pk≤x

log p

≤
∑
k≥2

pk≤x

logx

≤
∑
p≤

√
x

log p
∑

2≤k≤ log x
log p

1

≤
√
x logx

于是
ψ(x)

x
− θ(x)

x
→ 0 (x→ +∞)

(1 ⇔ 2) 只需看下列两个不等式:

对任意正数 ϵ > 0

θ(x) ≤ π(x) logx

θ(x) ≥
∑

x1−ϵ≤p≤x

logx1−ϵ = (1− ϵ)(π(x) +O(x1−ϵ)) logx

等价性立即可得

注 (Chebyshev). 存在常数 c1, c2 满足 0 < c1 < 1 < c2 使得

c1 <
π(x)

x/ logx < c2

我们将在附录证明这个结果.

注 (Riemann). ζ(s) 可以解析延拓到 C \ {1}, 并且 1 是单极点. Riemann 还证明

了在 Re(s) < 0 的范围内所有的零点是 −2,−4, . . . , 即所有负偶数, 且它们是单

零点.

猜想 1.7 (Riemann). 若 0 ≤ Re(s) ≤ 1, 且 ζ(s) = 0, 则 Re(s) = 1
2
.

注. Riemann 猜想 ⇒ 素数定理.

ζ(1 + it) 6= 0�∀t ∈ R� ⇒ 素数定理.
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引理 1.8. 若
∫ ∞

1

ψ(x)− x

x2
dx 收敛, 则 ψ(x) ∼ x.

证明. 用反证法. 假设 ψ(x) ∼ x 不成立. 则要么存在 c1 > 1, 使得有一个严格递

增趋于无穷的序列 {xn} 满足

ψ(xn) ≥ c1xn

要么存在 0 < c2 < 1, 使得有一个严格递增趋于无穷的序列 {yn} 满足

ψ(yn) ≤ c2yn

若第一种情况成立, 则∫ c1xn

xn

ψ(x)− x

x2
dx ≥

∫ c1xn

xn

c1xn − x

x2
dx

= c1 − 1− log c1 > 0

这同假设矛盾. 类似地, 若第二种情况成立, 则∫ yn

c2yn

ψ(x)− x

x2
dx ≤

∫ yn

c2yn

c2yn − x

x2
dx

= −c2 + 1 + log c2 < 0

这也同假设矛盾.
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2 Riemann zeta 函数与素数定理

我们约定复变量的符号为 s = σ + it.

2.1 Riemann zeta 函数的基本性质

定理 2.1. 当 Re(s) > 1 时, ζ(s) 6= 0.

证明. s 是实数时结论是显然的.

我们考察 Euler 乘积的形式

|ζ(s)| = |
∏
p

(1− 1

ps
)−1|

=
∏
p

|(1− 1

ps
)−1|

≥
∏
p

(1 +
1

pσ
)−1

≥
∏
p

(1− 1

pσ
)

≥ (
∏
p

(1− 1

pσ
)−1)−1

≥ 1

ζ(σ)
∈ R+

即 ζ(s) 6= 0.

注. 现在回过头看第一节的结果, 我们有当 Re(s) > 1 时,
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
= −ζ

′(s)

ζ(s)

定理 2.2. 当 Re(s) > 1 时, 我们有

ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ +∞

1

{x}x−s−1dx (4)

并且 (4) 给出了 ζ(s) 在 Re(s) > 0(s 6= 1) 的解析延拓且 s = 1 是单极点.
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证明. 当 Re(s) > 2 时, 我们有
∞∑
n=1

n(n−s − (n+ 1)−s) =
∞∑
n=1

nn−s −
∞∑
n=1

n(n+ 1)−s

=
∞∑
n=1

n−s+1 −
∞∑
n=1

(n+ 1)−s+1 +
∞∑
n=1

(n+ 1)−s

= ζ(s)

继续计算有

ζ(s) =
∞∑
n=1

n(n−s − (n+ 1)−s)

= s
∞∑
n=1

n

∫ n+1

n

x−s−1dx

= s
∞∑
n=1

∫ n+1

n

[x]x−s−1dx

= s
∞∑
n=1

∫ n+1

n

(x− {x})x−s−1dx

= s
∞∑
n=1

∫ n+1

n

x−sdx− s
∞∑
n=1

∫ n+1

n

{x}x−s−1dx

=
s

s− 1
− s

∫ +∞

1

{x}x−s−1dx

不难发现
s

s− 1
− s

∫ +∞

1

{x}x−s−1dx 是 ζ(s) 到 Re(s) > 0(s 6= 1) 的延拓且

s = 1 是单极点.

现在为了将 ζ(s)延拓到整个复平面上, 我们需要回顾一些关于 Gamma函数

Γ 的重要性质. 更多细节请读者查阅 [3], Ch.6.

在 Re(s) > 0 上我们定义 Gamma 函数为

Γ(s) =

∫ +∞

0

xs−1e−xdx.

不难验证我们有

Γ(s+ 1) = sΓ(s)
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由此我们可以将 Γ 延拓成复平面上的亚纯函数且只有单极点 s = 0,−1,−2, . . . ,

且没有零点 (考察 Γ(s)Γ(1− s) = π
sinπs).

接下来我们就可以着手将 ζ(s) 延拓到整个复平面上.

对 x > 0, 引入函数 θ(x) =
+∞∑
−∞

e−n
2xπ(= 1 + 2

∞∑
n=1

e−n
2xπ).

引理 2.3. x > 0 时, θ( 1
x
) =

√
xθ(x).

证明. 考虑 Poisson 公式有

θ(x) =
∑
n∈Z

∫ +∞

−∞
eu

2xπ−2πinudu

=
∑
n∈Z

∫ +∞

−∞
e−xπ(u+in

1
x
)2−πn2 1

xdu

=
∑
n∈Z

e−πn
2 1
x

∫ +∞

−∞
e−πx(u+in

1
x
)2du

=
∑
n∈Z

e−πn
2 1
x

∫ +∞

−∞
e−πxu

2

du

= θ(
1

x
)
1√
x

定理 2.4. 对 s ∈ C,

π− s
2Γ(

s

2
)ζ(s) = − 1

s(1− s)
+

∫ +∞

1

(x
s
2
−1 + x

1−s
2

−1)
θ(x)− 1

2
dx.

一个立即得到的推论是

推论 2.5. π− s
2Γ(

s

2
)ζ(s) = π− 1−s

2 Γ(
1− s

2
)ζ(1− s) (s 6= 0, 1).

思考. 如何判断 ζ(s) 的零点问题.

下面我们来证明定理2.4.
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证明.

Γ(
s

2
)ζ(s) =

∫ +∞

0

x
s
2
−1e−xdx

∞∑
n=1

1

ns

=
∞∑
n=1

1

ns

∫ +∞

0

x
s
2
−1e−xdx

(x=πn2y)
=======

∞∑
n=1

1

ns

∫ +∞

0

π
s
2
−1ns−2y

s
2
−1e−πn

2yπn2dy

= π
s
2

∞∑
n=1

∫ +∞

0

y
s
2
−1r−πn

2ydy

= π
s
2

∫ +∞

0

y
s
2
−1

∞∑
n=1

e−πn
2ydy

= π
s
2

∫ +∞

0

y
s
2
−1 θ(y)− 1

2
dy

将积分拆开如下

π
s
2

∫ ∞

0

y
s
2
−1 θ(y)− 1

2
dy = π

s
2

∫ +∞

1

y
s
2
−1 θ(y)− 1

2
dy + π

s
2

∫ 1

0

y
s
2
−1 θ(y)− 1

2
dy

(y= 1
x
)

===== π
s
2

∫ +∞

1

y
s
2
−1 θ(y)− 1

2
dy + π

s
2

∫ +∞

1

x−
s
2
−1 θ(

1
x
)− 1

2
dx

= π
s
2

∫ +∞

1

y
s
2
−1 θ(y)− 1

2
dy + π

s
2

∫ +∞

1

x−
s
2
−1

√
xθ(x)− 1

2
dx

= π
s
2

∫ +∞

1

y
s
2
−1 θ(y)− 1

2
dy + π

s
2

∫ +∞

1

x−
s
2
−1

√
x(θ(x)− 1) +

√
x− 1

2
dx

= π
s
2

∫ +∞

1

y
s
2
−1 θ(y)− 1

2
dy + π

s
2

∫ +∞

1

x−
s
2
− 1

2
θ(x)− 1

2
dx− π

s
2

1

s(1− s)
.

上面证明了 Re(s) > 2 时原式成立. 由解析函数的性质, 我们有原式对

Re(s) > 0 时也成立, 并且它给出了等式左边到 C \ {0, 1} 的延拓.

推论 2.6. 上述定理给出了 ζ(s) 到 C \ {1} 的解析延拓, 且 s = 1 是单极点. 并且

ζ(0) 6= 0, ζ(−2) = ζ(−4) = · · · = 0 是单零点 ( 有时称作平凡零点 ).

推论 2.7. Re(s) < 0 时, 负偶数是 ζ(s) 的所有零点.
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事实上我们现在才能真正叙述 Riemann 猜想, 除去之前给出的叙述, 我们还

能将其叙述为: ζ(s) 的所有非平凡零点的实部为 1
2
.

定理 2.8. ζ(1 + it) 6= 0 (∀t ∈ R).

证明. 不妨 t 6= 0. 考虑 s = σ + it.

ζ(σ + it) =
∏
p

(1− 1

pσ+it
)

= exp (log
∏
p

(1− 1

pσ+it
))

= exp (
∑
p

∞∑
m=1

1

mpm(σ+it)
)

= exp (
∑
p

∞∑
m=1

cos (log p)mt− i sin (log p)mt
mpmσ

).

于是

|ζ(σ + it)| = exp (
∑
p

∞∑
n=1

cos (log p)mt
mpmσ

).

考察

|ζ(σ)3ζ(σ + it)4ζ(σ + 2it)| = exp (
∑
p

∞∑
m=1

3 + 4 cos (log p)mt+ cos (log p)m2t

mpmσ
).

对于等号右边的分子, 我们有

3 + 4 cos (log p)mt+ cos (log p)m2t = 2(cosmt log p+ 1)2 ≥ 0.

于是

|ζ(σ)3ζ(σ + it)4ζ(σ + 2it)| ≥ 1.

倘若对某个 t, 1 + it 是零点, 则下述不等式

(ζ(σ)(σ − 1))3|ζ(σ + it)

σ − 1
|4|ζ(σ + 2it)| ≥ 1

σ − 1

令 σ → 1+ 时左边是常数而右边趋于无穷, 矛盾.
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2.2 素数定理

引理 2.9. 设 f(u) 是 ( 可积, 间断点离散 ) 实函数.

(1) 存在 M > 0, s.t. |f(u)| ≤ M

u
(∀u ≥ 1).

(2) g(s) =

∫ +∞

1

f(u)

us
du (Re(s) > 0) 可以延拓到 Re(s) ≥ 0.

则积分
∫ +∞

1

f(u)du 收敛.

证明. 引入 gx(s) =

∫ x

1

f(u)

us
(∀s), 要证结论即转为 lim

x→+∞
gx(0) = g(0). 对充分

大的 R, 存在 hR > 0, s.t. g(s) 在 Re(s) ≥ −hR 且 |Im(s)| ≤ R 的范围内解析.

任取正数 h < hR, 存在 MR, s.t. |g(s)| ≤ MR (∀s ∈ DR). 其中 DR 是由积分围

道 C(= C1 + C2) 围成的闭集, 虚轴右端的半圆记为 C1, 即

C1 = {s | Re(s) ≥ 0, |s| = R}

C2 = C − C1, 虚轴左边的半圆记为 C3, 即

C3 = {s | Re(s) ≤ 0, |s| = R}

如下图所示.

C1

C2

C3

13



根据 Cauchy 积分公式, 我们有

gx(0)− g(0) =
1

2πi

∫
C

gx(s)− g(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds

于是原积分改写为

1

2πi

∫
C

gx(s)− g(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds =

1

2πi

∫
C1

gx(s)− g(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds

+
1

2πi

∫
C2

gx(s)− g(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds

其中

1

2πi

∫
C2

gx(s)− g(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds =

1

2πi

∫
C3

gx(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds

− 1

2πi

∫
C2

g(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds

下面我们分别考虑这些积分.

在 C1 上, 有 |xs| = xσ, |1
s
| = 1

R
, | s2

R2 + 1| = 2σ
R

. 当 σ > 0 时

|gx(s)− g(s)| = |
∫ +∞

x

f(u)

us
ds|

≤M |
∫ +∞

x

1

uσ+1
du| = M

σ
x−σ

于是

| 1

2πi

∫
C1

gx(s)− g(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds| ≤ | 1

2πi
πR · M

σ
x−σ · xσ · 1

R
· 2σ
R

|

≤ M

R
(σ ≥ 0, s ∈ C1)

类似地有

| 1

2πi

∫
C3

gx(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds| ≤ M

R
(σ ≤ 0, s ∈ C3)

而在 C2 上, 我们把它分为两个小弧段和直线, 依次有

| 1

2πi

∫
C2

g(s)

s
xs
(
s2

R2
+ 1

)
ds| ≤ | 1

2πi
· 2π

2
h(
MR

R
xσ

2σ

R
)|+ | 1

2πi
· MR

h
· x−h · 2|

≤ MRh
2

R2
+ x−h

2RMR

πh

14



综上, 我们有

|gx(0)− g(0)| ≤ 2M

R
+
MRh

2

R2
+ x−h

2RMR

πh

于是对于任意的 ε > 0,能够 (依次 )取到合适的 R, h, s.t. ∃x0,对任意的 x > x0,

|gx(0)− g(0)| ≤ ε.

定理 2.10. ψ(x) ∼ x.

证明. 根据引理1.8和引理2.9,要证素数定理,只需证 f(u) = ψ(u)−u
u2
满足引理2.9的

两个条件. 我们已经知道存在正常数 c1, c2 使得 c1x ≤ ψ(x) ≤ c2x, 这就满足了第

一个条件. 对于第二个条件, Re(s) > 0 时, 我们考虑

g(s) =

∫ +∞

1

ψ(u)− u

us+2
du =

∫ +∞

1

∑
n≤u Λ(n)

us+2
du− 1

s

=
∞∑
n=1

Λ(n)

∫ +∞

n

1

us+2
du− 1

s

= − 1

s+ 1

ζ ′(s+ 1)

ζ(s+ 1)
− 1

s

只用代入延拓后的 Riemann zeta 函数 (4) 即可证得其满足第二个条件.
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3 算术级数中的素数分布 I

本章目的是证明如下的 Dirichlet 定理

定理 3.1 (Dirichlet). 给定 a, q ∈ Z+, (a, q) = 1. 则有无穷多个素数形如 p ≡

a(mod q). 即

{a+ qk | k ∈ Z+}

中有无穷多个素数.

为了证明这个定理, 我们需要做一些准备工作. 若无特殊声明, 本节提到的群

均为有限 Abel 群.

3.1 有限 Abel 群的特征

群的特征是 Dedekind 研究所谓群行列式的时候发现的, 这实际上也是群表

示论的开端. 感兴趣的读者仅需要高等代数和一些抽象代数的知识就可以阅读

[3], 有更强大背景的读者想必可以从 [7] 中汲取大量营养.

定义 3.2. 从群 G 到 C× = C \ {0} 的群同态

χ : G→ C×

称为群 G 的一个特征. 所有特征构成的集合记为 G∗

注. 不难看出 G∗ 非空, 因为 [g 7→ 1] ∈ G∗

注. 若记 |G| = n, 则对任意 g ∈ G, χ(g) 都是 n 次单位根.

我们称上述恒映到 1 的特征为主特征, 记为 χ0. 本文中有时为了强调它作为

单位元, 也记作 idG∗ , 引入乘法

χ1 ∗ χ2 : G→ C×

g 7→ [χ1 ∗ χ2(g) := χ1(g)χ2(g)]

于是不难验证有
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引理 3.3. G∗ 构成有限 Abel 群.

注. 由于特征 χ 都是单位根, 它的逆可以写成 χ−1 : g 7→ χ−1(g) = χ(g−1) = χ(g).

定理 3.4. 我们有如下群同构

G ∼= G∗.

证明. Step 1. 我们首先证明结论对循环群成立.

记 G = 〈g〉, |g| = |G| = n. 于是对任意 χ ∈ G∗,

χ(g) ∈ {e2πi
k
n | 0 ≤ k ≤ n− 1}.

定义

χk : G→ C∗

gj 7→ [χk(g
j) = e2πi

kj
n ] (0 ≤ j ≤ n− 1)

不难验证 χk ∈ G∗, 更进一步 G∗ 是循环群.

Step 2. 我们现在证明对有限 Abel 群 A,B, (A× B)∗ ≡ A∗ × B∗.

引入

ρ : A∗ × B∗ → (A× B)∗

(σ, τ) 7→ [ρ(σ, τ) : (a, b) 7→ σ(a)τ(b)]

不难验证这样定义的 ρ(σ, τ) 确实是 A×B 上的特征, 更进一步 ρ 是一个群同态.

要证它是同构, 只需证它既是单射又是满射.

(单射) 若对任意 a ∈ A, b ∈ B, ρ(σ, τ)(a, b) = σ(a)τ(b) = 1. 取定 a = idA, 则

∀b, τ(b) = 1, 于是 τ = idB∗ . 取定 b = idB, 则 ∀a, σ(a) = 1, 于是 σ = idA∗ .

(满射) 对任意 f ∈ (A×B)∗, 取 σ : a→ f(a, idB) ∀a ∈ A, τ : b→ f(idA, b) ∀b ∈

B. 不难验证 σ ∈ A∗, τ ∈ B∗, 且 ρ(σ, τ) = f .

于是根据有限 Abel 群的结构定理即证.
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定理 3.5 (正交关系). 设 G 为有限 Abel 群,

(1) 1

|G|
∑
g∈G

χ(g) =

 1 χ = χ0,

0 otherwise.

(2) 1

|G|
∑
χ∈G∗

χ(g) =

 1 g = idG,

0 otherwise.

证明. (1) 只需考虑 χ 6= χ0 的情况. 此时 ∃s ∈ G s.t. χ(s) 6= 1, 则∑
g∈G

χ(g) =
∑
g∈G

χ(sg)

= χ(s)
∑
g∈G

χ(g)

于是 (1− χ(s))
∑
g∈G

χ(g) = 0.

(2) 只需考虑 g 6= idG 的情况. 我们首先证明对这样的 g, 存在 τ ∈ G∗ s.t.

τ(g) 6= 1. 如果不然, 即对任意的 χ ∈ G∗, χ(g) = 1. χ 自然诱导从商群 G/〈g〉 到

C∗ 的同态

χ̃ : G/〈g〉 → C×

h · 〈g〉 7→ χ(h)

于是 |G| = |G∗| ≤ |(G/〈g〉)∗| = |G/〈g〉|, 矛盾. 其余部分与 (1) 同理.

注. 我们也可以从另一个角度看这个定理. 对有限 Abel 群 G, G∗ ∼= G 也是有限

Abel 群, 于是我们可以考虑 G∗ 的特征, 它由 G 中的元素给出:

g : G∗ → C×

χ 7→ 〈g, χ〉 := χ(g)

不难验证他们同样构成一个有限 Abel 群 (G∗)∗. 于是有 G ∼= G∗ ∼= (G∗)∗. 那么

定理3.5中的 (2) 就可以由 (1) 直接推出:∑
χ∈G∗

χ(g) =
∑
χ∈G∗

〈g, χ〉.
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这立刻给出下面两条推论.

推论 3.6. 对 χ1, χ2 ∈ G∗,

1

|G|
∑
g∈G

χ1(g)χ2(g) =

1 χ1 = χ2,

0 otherwise.

证明. 我们有
1

|G|
∑
g∈G

χ1(g)χ2(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χ1χ
−1
2 (g)

由定理3.5(1) 立即可得.

推论 3.7. 对 g1, g2 ∈ G,

1

|G|
∑
χ∈G∗

χ(g1)χ(g2) =

1 g1 = g2,

0 otherwise.

证明. 注意到对任意特征 χ, χ(g)χ(g) = χ(g)χ(g−1) = 1, 于是

1

|G|
∑
χ∈G∗

χ(g1)χ(g2) =
1

|G|
∑
χ∈G∗

χ(g1g
−1
2 )

由定理3.5(2) 立即可得.

3.2 Dirichlet L 函数及其性质

现在我们着手把上述理论应用到 G = (Z/qZ)× 上.

定义 3.8 (Dirichlet 特征). 对 q ∈ Z+ (q ≥ 2), χ ∈ G∗, m ∈ G. 我们称

χD(m) =

χ(m) (m, q) = 1,

0 (m, q) > 1.

给出的函数

χD : Z → C

为 (mod q) 的 Dirichlet 特征.
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注. 一共有 φ(q) 个 mod q 的 Dirichlet 特征. 其中 φ 是 Euler 函数.

下面给出一些关于 Dirichlet 特征 (的由定义和正交关系立即可得) 的性质.

命题 3.9. 设 χ 是 mod q 的特征, 则 χ 是完全积性的, 即 ∀a, b ∈ Z,

χ(ab) = χ(a)χ(b)

命题 3.10. 对 a, b ∈ Z,

1

φ(q)

∑
χ(mod q)

χ(a)χ(b) =

1 a ≡ b(mod q) 且 (ab, q) = 1,

0 otherwise.

其中
∑

χ(mod q)

表示对所有 mod q 的特征求和.

命题 3.11. 对 a ∈ Z,

1

φ(q)

∑
1≤a≤q

χ(a) =

1 χ = (idG∗)D,

0 otherwise.

命题 3.12. χ 是周期为 q 的函数.

定义 3.13 (Dirichlet L-函数). 在 Re(s) > 1 时, 我们定义

L(s, χ) :=
∞∑
n=1

χ(n)

ns

=
∏
p

(1 +
χ(p)

ps
+
χ(p2)

p2s
+ · · · )

=
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1

=
∏
p-q

(
1− χ(p)

ps

)−1

L(s, χ) 称为 Dirichlet L-函数.
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称 G∗ 中单位元给出的 Dirichlet 特征为 (Dirichlet) 主特征, 在无歧义的情况

下仍记为 χ0. 即

χ0(m) =

1 (m, q) = 1,

0 (m, q) > 1.

注. 若非主特征 χ(n) 总是实数, 则称为非主实特征. 非实特征称为复特征, 即 ∃n

s.t. χn /∈ R.

引理 3.14. 设 χ 是 mod q 的 Dirichlet 特征, x ≥ 1.

(1) 若 χ 不是主特征, 则

|
∑
n≤x

χ(n)| ≤ φ(q)

2 若 χ = χ0, 则

|
∑
n≤x

χ(n)− φ(q)

q
x| ≤ 2φ(q)

证明. 由于周期性, 我们可以把求和写成如下形式:∑
n≤x

χ(n) =

[
x

q

] ∑
1≤a≤q

χ(a) + R,

其中 |R| ≤
∑

1≤a≤q

|χ(a)| ≤ φ(q). 于是当 χ 6= χ0 时, 由命题可知
∑

1≤a≤q

χ(a) = 0. 当

χ = χ0 时,
∑

1≤a≤q

χ(a) = φ(q).

命题 3.15. 对正实数 s, 当 χ 不是主特征时,
∞∑
n=1

χ(n)

ns
收敛, 但不绝对收敛. 当

χ = χ0 时,
∞∑
n=1

χ(n)

ns
不收敛.

证明. χ 6= χ0 时, 由于 |
N∑
n=1

χ(n)| ≤ φ(q), 根据 Dirichlet 关于条件收敛的判据可

知 s > 0 时,
∞∑
n=1

χ(n)

ns
收敛.
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命题 3.16. L(s, χ0) 可以延拓到整个复平面, s = 1 是单极点.

证明. 注意到 L(s, χ0) =
∏
p|q

(1− 1

ps
)ζ(s).

命题 3.17. 当 χ 6= χ0, Re(s) > 1 时, 有

L(s, χ) =
1

s

∫ ∞

1

Fχ(u)u
−s−1du

其中 Fχ(u) =
∑

1≤a≤u

χ(a). 并且上式给出了 L(s, χ) 在 Re(s) > 0 上的解析延拓.

证明. 由分部求和有
∞∑
n=1

χ(n)

ns
=

∞∑
n=1

Fχ(n)− Fχ(n− 1)

ns

=
∞∑
n=1

Fχ(n)(n
−s − (n+ 1)−s)

=
1

s

∞∑
n=1

Fχ(n)

∫ n+1

n

u−s−1du

=
1

s

∞∑
n=1

∫ n+1

n

Fχ(u)u
−s−1du

=
1

s

∫ +∞

1

Fχ(u)u
−s−1du.

根据引理 3.14. 可知上式最后的积分的收敛性.
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推论 3.18. 设 q ≥ 3, 则有 χ 6= χ0 时的 φ(q)− 1 个 Dirichlet 函数中至多有一个

函数在 s = 1 处为零. 且若 L(1, χ) = 0 (χ 6= χ0), 则 s = 1 是 L(s, χ) 的单零点.

证明. 对实数 s > 1 考察∏
χ(modq)

L(s, χ) =
∏

χ(modq)

∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1

= exp

 ∑
χ(modq)

∑
p

log
(
1− χ(p)

ps

)−1


= exp
(∑

χ

∑
p

∞∑
k=1

χ(pk)

kpks

)

= exp
(∑

χ

∑
p

∞∑
k=1

χ(pk)

kpks

)

= exp

φ(q)∑
k

∑
p

pk≡1(modq)

1

kpks

 ≥ 1.

我们知道 s = 1 是 L(s, χ0) 的一个单极点, 而 χ 6= χ0 时 L(s, χ) 在 s = 1 处是

解析的. 于是若有超过一个函数在 s = 1 处为零则乘积为 0, 与上述计算结果矛

盾.

推论 3.19. 设 χ 是复特征, 则 L(1, χ) 6= 0.

证明. 取 χ 的共轭函数 χ, 它也是 mod q 的 Dirichlet 特征. χ 和 χ 是不同的

函数, 且 L(1, χ) = 0 ⇔ L(1, χ) = 0. 当实数 s > 1 时有 L(s, χ) = L(s, χ). 取

s→ 1+ 即证.

我们介绍一个非常重要的公式, 并给出一些估计.
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定理 3.20 (Abel 求和公式 (部分求和公式)). 对于任意 y ∈ R, y ≥ 1, 我们有

∑
1≤n≤y

a(n)b(n) =
∑

1≤n≤y

a(n)b(y)−
∫ y

1

( ∑
1≤n≤t

a(n)

)
b′(t)dt

证明. 注意到∫ y

1

( ∑
1≤n≤t

a(n)

)
b′(t)dt =

∑
1≤n≤y

a(n)

∫ y

n

b′(t)dt =
∑

1≤n≤y

a(n)(b(y)− b(n)).

易见等式成立.

我们首先给出一个在数学分析中已经知道的估计.

推论 3.21. 我们有
y∑

n=1

1

n
= log y + γ +O(

1

y
)

其中 γ 称为 Euler 常数.

证明.
y∑

n=1

1

n
= 1 +

∫ y

1

[t]
1

t2
dt

= 1 +

∫ y

1

1

t
dt−

∫ y

1

{t} 1
t2
dt

= log y + 1−
∫ +∞

1

{t} 1
t2
dt+O(

1

y
)

= log y + γ +O(
1

y
).

其中 γ = 1−
∫ +∞

1

{t} 1
t2
dt.

下面给出两个在之后的证明中要用到的估计.
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推论 3.22. 我们有
y∑

n=1

1√
n
= 2

√
y + A+O(

1
√
y
)

其中 A 是一个常数.

证明.
y∑

n=1

1√
n
= y

1
√
y
+

1

2

∫ y

1

[t]t−
3
2dt

=
√
y +

1

2

∫ y

1

t−
1
2dt− 1

2

∫ y

1

{t}t−
3
2dt

= 2
√
y − 1− 1

2

∫ +∞

1

{t}t−
3
2dt+O(y−

1
2 )

2
√
y + A+O(

1
√
y
).

其中 A = −1− 1
2

∫ +∞
1

{t}t− 3
2dt.

推论 3.23. 对于非主的 mod q 特征 χ, β > 0, y ≥ 1 是实数. 我们有
y∑

n=1

χ(n)

nβ
=

∞∑
n=1

χ(n)

nβ
+O(

1

yβ
)

证明. 任取 Y ∈ Z+ (y ≤ Y ), 对 n ≤ Y , 我们取 a(n) = χ(n) (y ≤ n ≤ Y ), 其余

情况取 0, b(n) = 1
nβ . 套用 Abel 求和公式我们有∑

y≤n≤Y

χ(n)

nβ
=
∑

y≤n≤Y

χ(n)

yβ
−
∫ y

1

∑
y≤n≤t

χ(n)t−β−1dt

≤ φ(q)y−β + φ(q)y−β

≤ 2φ(q)y−β

此式对任意 Y ∈ Z+ (y ≤ Y ) 都成立. 推论即证.

定理 3.24. 设 χ 是 mod q 的非主特征, 则有

L(1, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

n
.
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证明. 对于实数 s > 1, 取 y,

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
=

y∑
n=1

χ(n)

ns
+
∑
n>y

χ(n)

ns

于是有

|L(s, χ)−
y∑

n=1

χ(n)

ns
| ≤ 2φ(q)y−s ≤ 2φ(q)y−1

则

|L(1, χ)−
y∑

n=1

χ(n)

n
| ≤ 2φ(q)y−1.

即有 L(1, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

n
.

注. 设 {a(n)}n 是 Z+ 的一个重排. 于是当 Re(s) > 1 时有

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(a(n))

a(n)s
.

引理 3.25. 设 χ 是非主实特征, y ≥ 1, 令 D(n) =
∑
d|n

χ(d).

∑
n≤y

D(n)n− 1
2 = 2L(1, χ)y

1
2 +O(1).

证明. 我们用 Dirichlet 双曲律 (定理) 证明这个引理.∑
n≤y

D(n)√
n

=
∑
a,b≤y
ab≤y

χ(a)√
ab

=
∑
a≤√

y

χ(a)√
a

∑
b≤ y

a

1√
b
+
∑
b≤√

y

1√
b

∑
a≤ y

b

χ(a)√
a

−
∑
a≤√

y

χ(a)√
a

∑
b≤√

y

χ(b)√
b

我们分别估计这三项.
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∑
a≤√

y

χ(a)√
a

∑
b≤ y

a

1√
b
=
∑
a≤√

y

χ(a)√
(a)

(
2

√
y

a
+ A+O(

√
a

y
)

)

= 2
√
y

(
∞∑
n=1

χ(a)

a
+O(

1
√
y
)

)
+ A

(
∞∑
n=1

χ(a)√
a

+O(y−
1
4 )

)
+O(1)

= 2
√
yL(1, χ) +O(1)∑

b≤√
y

1√
b

∑
a≤ y

b

χ(a)√
a

=
∑
b≤√

y

1√
b

(
∞∑
a=1

χ(a)√
a

+O(

√
b

y
)

)

=
∞∑
a=1

χ(a)√
a

(
2y

1
4 + A+O(y−

1
4 )
)
+O(1)

= 2y
1
4

∞∑
a=1

χ(a)√
a

+O(1)

∑
a≤√

y

χ(a)√
a

∑
b≤√

y

χ(b)√
b

=

(
∞∑
a=1

χ(a)√
a

+O(y−
1
4 )

)(
2y

1
4 + A+O(y−

1
4 )
)

= 2y
1
4

∞∑
a=1

χ(a)√
a

+O(1).

于是我们得到 ∑
n≤y

D(n)n− 1
2 = 2L(1, χ)y

1
2 +O(1).

定理 3.26. 设 χ 是非主实特征, 则 L(1, χ) 6= 0.

证明. 设 p 是素数, a ∈ Z+, 则

D(pa) =
∑
d|pa

χ(d) = 1 + χ(p) + · · ·+ χ(p)a.

由于 χ是实特征, 不难得到若 n是完全平方数, D(n) ≥ 1, 且对任意 n, D(n) ≥ 0.

于是 ∑
n≤y

D(n)√
n

≥
∑
m2≤y

D(m2)√
m2

≥
∑
m≤√

y

1

m
. (5)

若 L(1, χ) = 0, 根据引理3.25我们有
∑
n≤y

D(n)√
n

= O(1). 这同 (5) 矛盾.
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推论 3.27. 对 q ∈ Z+(不妨 q ≥ 3). 由∑
p≡1 (mod q)

1

p
= ∞

特别地, 有无穷多个素数 p ≡ 1 (mod q).

3.3 Dirichlet 定理的证明

引理 3.28.
∞∑
n=1

Λ(n)χ(n)

ns
= −L

′(s, χ)

L(s, χ)
.

证明. (
∞∑
m=1

Λ(m)χ(m)

ms

)(
∞∑
k=1

χ(k)

ks

)
=

∞∑
n=1

∑
mk=n

Λ(m)χ(m)χ(k)

=
∞∑
n=1

χ(n)

ns

∑
m|n

Λ(m)

=
∞∑
n=1

χ(n)

ns
logn

= −L′(s, χ).

于是引理得证.

下面我们证明 Dirichlet 定理 (定理3.1).

证明. 由引理3.28, 有
∞∑
n=1

n≡a(modq)

Λ(n)

ns
=

1

φ(q)

∑
χ(modq)

χ(a)
∞∑
n=1

Λ(n)χ(n)

ns

= − 1

φ(q)

L′(s, χ0)

L(s, χ0)
+

1

φ(q)

∑
χ(modq)
χ ̸=χ0

χ(a)(−1)
L′(s, χ)

L(s, χ)
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下只考虑 s 为大于 1 的实数, 考虑 s → 1+. 当 χ = χ0 时有
1

s− 1
g(s), 其中 g(s)

是一个在 1 的邻域内的解析函数且 g(1) 6= 0. 则有

−L
′(s, χ0)

L(s, χ0)
= −

− 1
(s−1)2

g(s) + 1
s−1

g′(s)
1
s−1

g(s)

=
1

s− 1
− g′(s)

g(s)
→ +∞ (s→ 1+).

而对任意 χ 6= χ0, 有
L′(s, χ)

L(s, χ)
→ L′(1, χ)

L(1, χ)
(s→ 1+).

因此
∞∑
n=1

n≡a(modq)

Λ(n)

ns
→ +∞ (s→ 1+).

即
∞∑
n=1

n≡a(modq)

Λ(n)

n
= +∞. (6)

注意到 ∑
p

∑
k≥1

log p
pk

= +∞

而 ∑
p

∑
k≤2

log p
pk

=
∑
p

log p 1

p(p− 1)

≤ 2
∑
p

log p
p2

≤ 2
∞∑
n=2

logn
n2

≤ +∞.

且上式对 p ≡ a(modq) 求和也是收敛的, 于是由 (6) 可知∑
p≡a(modq)

log p
p

= +∞.

可知这样的 p 有无穷多个.
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4 算术级数中的素数分布 II

本章证明算术级数中的素数定理.

4.1 算术级数中的素数定理

我们首先引入 π(y; q, a) =
∑
p≤y

p≡a(modq

1. 其中记号与条件同定理3.1.

定理 4.1 (算术级数中的素数定理). 对 (a, q) = 1, 有

π(y; q, a) ∼ y

φ(q) log y (y → +∞).

我们首先给出同证明素数定理类似的引理.

引理 4.2. 令 ψ(y; q, a) =
∑
p≤y

p≡a(modq

Λ(n). 如果 lim
y→+∞

ψ(y; q, a)

y/φ(q)
= 1, 则定理 4.1..

成立, 即 lim
y→+∞

π(y; q, a)

y/φ(q) log y = 1.

引理 4.3. 若
∫ +∞

1

ψ(y; q, a)φ(q)− y

y2
dy 收敛, 则 lim

y→+∞

ψ(y; q, a)

y/φ(q)
= 1.

引理 4.4. ψ(y; q, a) ≤ ψ(y) = O(y).

上述引理以及定理的证明同素数定理的证明过程是完全平行的.

引理 4.5. 设 χ 6= χ0, Re(s) = 1 (s 6= 1), 则 L(s, χ) 6= 0

证明. 首先对于 Re(s) > 1 我们有

L(s, χ) =
∏
p-q

(1− χ(p)

ps
)−1

= exp(log(
∏
p-q

(1− χ(p)

ps
)−1))

= exp(
∑
p-q

∞∑
m=1

χ(p)m

mpsm
)

= exp(
∑
p-q

∞∑
m=1

χ(p)me−itm log p

mpσm
)
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类似定理2.8, 考虑

L(σ, χ0)
3L(σ+it, χ)4L(σ+2it, χ2)3 = exp(

∑
p-q

∞∑
m=1

3 + 4(χ(p)e−it log p)m + (χ(p)e−it log p)2m

mpσm
)

又

|L(σ, χ0)
3L(σ + it, χ)4L(σ + 2it, χ2)3| = exp(

∑
p-q

∞∑
m=1

3 + 4cosθ + cos 2θ
mpσm

) ≥ 1,

其中 (χ(p)e−it log p)m = eiθ, θ = θ(χ, t, p,m) ∈ R. 所以当 σ → 1 时

|L(σ, χ0)| ≤ A
1

σ − 1
, L(σ + 2it, χ) → L(1 + 2it, χ2),

其中 A是与 σ 无关的常数. 如果 L(1+ it, χ) = 0,则当 σ → 1+ 时, L(σ+ it, χ) ≤

B(σ − 1), 矛盾.

引理 4.6.
∫ +∞

1

ψ(t; q, a)φ(q)− t

y2+s
dt (Re(s) > 0) 可以延拓成 Re(s) ≥ 0 上的解

析函数.

证明.
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Part II

代数理论

5 代数数域和代数整数环

5.1 代数数域

命题 5.1. 设 α ∈ Q, 若 α /∈ Z, 则 α 不是代数整数.

证明. 初等数论.

命题 5.2. 设 f(x) 是 α ∈ C 的极小多项式, f(x) ∈ Q[x] 是首一多项式. 则 α 是

代数整数当且仅当 f(x) ∈ Z[x]

证明. 线性代数.

引理 5.3. 设 α ∈ C, 下列性质等价.

(1) α 是代数整数;

(2) 环 Z[α] 作为加法群是有限生成的;

(3) 存在环 R ∈ C 包含 α 作为加法群是有限生成的;

(4) 存在有限生成的非零加法群 A ∈ C 使得 αA ⊂ A.

证明. (1) ⇒ (2). 设 α 在 Q 上的极小多项式为 f(x) ∈ Z[x], 不妨设 deg f = n ≥

1. 不难看出每个 αm m ≥ 0 都能写成 α, α2, . . . , αn−1 的 (整系数) 线性组合. 即

Z[α] 由 α, α2, . . . , αn−1 生成.

(2) ⇒ (3) 和 (3) ⇒ (4) 是显然的.

(4) ⇒ (1). 由于 A 是有限生成的, 设 a1, . . . , an ∈ A 生成 A. 因为 αA ⊂ A,

所以我们有

αai =
n∑
j=1

kijaj kij ∈ Z.
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记 a = (a1, · · · , an)T , B = (kij)1≤i,j≤n, 于是

(αI − B)a = 0,

其中 I 是单位矩阵. 于是 α 是首一的 n 次多项式 f(x) = det(xI − B) ∈ Z[x] 的

根, 于是 α 是代数整数.

命题 5.4. 给定代数数域 K ([K : Q] < ∞), 代数整数对加法, 乘法封闭. 更进一

步, 记 OK 为所有 K 上的代数整数构成的集合, 则 OK 是一个环.

证明. 由引理5.3立即可得.
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5.2 范, 迹和判别式

定义 5.5. 设 L|K 是数域的扩张, [L : K] = n, 记 σ1, . . . , σn 是 L 的 n 个 (不同

的)K-嵌入. 对 α ∈ L, 定义

NL|K(α) =
n∏
i=1

σiα,

TL|K(α) =
n∑
i=1

σiα.

分别称为 α 关于扩张 L|K 的范与迹.

命题 5.6. (1) 对 α, β ∈ L,

NL|K(αβ) = NL|K(α)NL|K(β),

TL|K(α + β) = TL|K(α) + TL|K(β).

(2) α ∈ K, NL|K(α) = αn, TL|K(α) = nα.

(3) α ∈ L, k ∈ K, TL|K(kα) = kTL|K(α)

定理 5.7. 设 n = [L : K], α ∈ L, 设 α 在 K 上的极小多项式为

f(x) = xm + cm−1x
m−1 + · · ·+ c1x+ c0

则

NL|K(α) = (−1)nc
n
m
0 , TL|K(α) = − n

m
cm−1.

证明. n = m 时显然.

设 α1, . . . , αm 是 f(x) 的 m 个根, 因此

NK(α)|K(α) = (−1)mc0

TK(α)|K(α) = −cm−1
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我们有 m 个 K-嵌入 τ1, . . . , τm, 且每个 τi 都能扩张成 [L : K(α)] = n
m
个嵌入

τi,j1≤j≤ n
m

. τi,j1≤i≤m,1≤j≤ n
m
是 L 上 n 个不同的 K-嵌入. 于是

NL|K(α) =
∏
i

∏
j

τi,j =
∏
i

τi(α)
n
m

= (NK(α)|K(α))
n
m

= ((−1)mc0)
n
m = (−1)nc

n
m
0 .

类似地有 TL|K(α) = − n
m
cm−1.

注. 由此不难看出 NL|K(α), TL|K(α) ∈ K.

定理 5.8. 对于有限的数域扩张 K ⊂M ⊂ L, 有

NL|K(α) = NM |K(NL|M(α)), TL|K(α) = TM |K(TL|M(α)).

证明. 我们给一个对可分的有限域扩张都成立的证明, 事实上有限的数域扩张都

是可分扩张.

固定 K 的一个代数闭包 K̄, 记 HomK(L, K̄) 为 K-嵌入构成的集合, 它被等

价关系

σ ∼ τ ⇐⇒ σ|M = τ |M

划分为m := [M : K]个等价类,记 σ1, . . . , σm是一组代表元,于是HomK(M, K̄) =

{σ1|M , . . . , σm|M}. 则

TL|K(α) =
m∑
i=1

∑
σ∼σi

σ(α) =
m∑
i=1

Tσ(L)|σ(M)(σi(α))

=
m∑
i=1

σiTL|M(α)

= TM |K(TL|M(α)).

范的情形是类似的.

注. 这个定理对不可分的域扩张也对, 证明可以参考 [8].
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定义 5.9. 设 L|K 是 n 次扩张, σ1, . . . , σn 是 L 上的 n 个 K-嵌入. 定义

α1, . . . αn ∈ L 对于扩张 L|K 的判别式为

dL|K(α1, . . . αn) := det(σi(αj))2.

注. 判别式与 σ1, . . . σn 的顺序无关.

定理 5.10. dL|K(α1, . . . αn) = det(TL|K(αiαj)).

证明. 把判别式定义展开即知.

定理 5.11. dL|K(α1, . . . αn) 6= 0 ⇔ α1, . . . αn 是 K-线性无关的.

证明. (⇒)用反证法. 设 α1, . . . αn是K-线性相关的,即存在不全为 0的 k1, . . . kn ∈

K s.t. k1α1 + · · · knαn = 0. 于是对任意 1 ≤ i ≤ n,

0 = σi(k1α1 + · · · knαn) = σi(k1)σi(α1) + · · ·+ σi(kn)σi(αn)

= k1σi(α1) + · · ·+ knσi(αn)

其中 σi 1 ≤ i ≤ n 是 n 个不同的 K-嵌入. 于是

0 = k1


σ1(α1)

...

σn(αn)

+ · · ·+ kn


σ1(α1)

...

σn(αn)


因此 dL|K(α1, . . . αn) = 0, 与假设矛盾.

(⇐)同样用反证法. 设 dL|K(α1, . . . αn) = 0. 记 vi = (TL|K(αiα1), · · · , TL|K(αiαn)).

不难看出 vi 是 K-线性相关的. 于是有不全为零的 k1, . . . , kn ∈ K 使得

k1v1 + · · ·+ knvn = 0.

令 α = k1α1+· · ·+knαn 6= 0但向量 k1v1+· · ·+knvn的第 j 个元素 TL|K(ααj) = 0.

考虑 α−1, 它可以写成

α−1 = k′1α1 + · · ·+ k′nαn.

于是 TL|K(αα
−1) = 0 = TL|K(1)(= n), 矛盾.
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定理 5.12. 设 L = K(α), [L : K] = n, α 在 K 上的极小多项式记为 f(x) ∈ K[x],

α(= α1), . . . , αn 是 f(x) 的 n 个不同的根. 则

dL|K(1, α, . . . , α
n−1) =

∏
1≤i<j≤n

(αj − αi)
2

= (−1)
n(n−1)

2 NL|K(f
′(α))

证明. 不妨设 n ≥ 2. n 个不同的 L 上 K-嵌入 σ1, . . . , σn 满足

σi(α) = αi.

则

dL|K(1, α, . . . , α
n−1) = det((σi(αj))1≤i,j≤n)2

= det((αji )1≤i,j≤n)2

=
∏

1≤i<j≤n

(αj − αi)
2

= (−1)
n(n−1)

2

∏
1≤i<j≤n

(αj − αi)
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)

= (−1)
n(n−1)

2

n∏
i=1

n∏
j=1
j ̸=i

(αi − αj)

= (−1)
n(n−1)

2

n∏
i=1

f ′(αi)

= (−1)
n(n−1)

2

n∏
i=1

f ′(σi(α))

= (−1)
n(n−1)

2

n∏
i=1

σi(f
′(α))

= (−1)
n(n−1)

2 NL|K(f
′(α))

定义 5.13. α ∈ L, 令 dL|K(α) = dL|K(1, α, . . . , α
n−1), 称为 α 对扩张 L|K 的判

别式.
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例 5.14. 考虑分圆域 L = Q(ω), ω = e2πi/p
m, 其中 p 是奇素数, m ∈ Z+. 我们知

道 ω 的极小多项式为

f(x) = Φpm(x) =
xp

m − 1

xpm−1 − 1

= xp
m−1(p−1) + xp

m−1(p−2) + · · ·+ xp
m−1

+ 1.

多项式的次数为 deg f = φ(pm) = pm−1(p− 1) =: d. 我们有

pm−1xp
m−1−1f(x) + (xp

m−1−1 − 1)f ′(x) = pmxp
m−1−1.

可知

NL|Q(f
′(ω)) = NL|Q(

pm

w(wpm−1)
− 1).

而我们有

NL|Q(p
m) = (pm)d

NL|Q(ω) = (−1)d

只需考虑

NL|Q(ω
pm−1 − 1) = NL|Q(e

2πi/pm − 1) = (−1)dpd/(p−1).

整理得

dL|Q(ω) = (−1)
d(d−1)

2 pp
m−1(mp−m−1).

5.3 代数整数环

引理 5.15. 对代数数 α, 存在非零 n ∈ Z, 使得 nα 是代数整数.

证明. 记零化 α 的多项式为

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0.

于是

an−1
n f(x) = (anx)

n + · · ·+ a1a
n−1
n (anx) + a0a

n−1
n .
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因此我们有首一整系数多项式

g(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1a

n−1
n x+ a0a

n−1
n

满足 g(anα) = 0, 因此 anα 是代数整数.

我们首先考虑二次域的代数整数环.

定理 5.16. 设 K = Q(
√
d), d 6= 1 是无平方因子整数, 则

(1) 当 d ≡ 2, 3 (mod 4) 时,

OK = {a+ b
√
d | a, b ∈ Z},

(2) 当 d ≡ 1 (mod 4) 时,

OK = {a+ b
1 +

√
d

2
| a, b ∈ Z},

证明. 设 α + β
√
d ∈ OK (β 6= 0), 其极小多项式为

(x− α− β
√
d)(x− α + β

√
d) = x2 − 2αx+ α2 − β2d.

α+ β
√
d 是代数整数当且仅当 2α, α2 − β2d ∈ Z. 因此 (2α)2 − (2β)2d ∈ 4Z. 特别

地 (2β)2d ∈ Z, 而由于 d 无平方因子, 可知 2β ∈ Z. 且由 (2α)2 ≡ (2β)2d (mod 4)

可知 2α, 2β 奇偶性相同.

当 d ≡ 2, 3 (mod 4) 时, 若 2α, 2β 都是偶数, 则 α, β ∈ Z. 若 2α, 2β 都是奇

数, 则

(2α)2 ≡ 1 (mod 4),

(2β)2d ≡ 2, 3 (mod 4).

矛盾.
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当 d ≡ 1 (mod 4) 时, 若 2α, 2β 都是偶数, 则 α, β ∈ Z. 取 a = α− β, b = 2β,

则 α + β
√
d = a+ b1+

√
d

2
. 若 2α, 2β 都是奇数, 则 α− β ∈ Z, 有

α + β
√
d = (α− β) + 2β

1 +
√
d

2
.

其中 α− β, 2β ∈ Z.

接下来我们考虑分圆域 Q(e2πi/m) 的代数整数环. 我们先考虑 m = pn 的简

单情况.

定理 5.17. 设 K = Q(ζpn), 其中 ζm = e2πi/p
n, p 是素数, n ∈ Z+, 则 OK =

Z[e2πi/pn ]

证明. 记 ω = (ζpn), s = φ(pn) = [K : Q]. 显然有 Z[ω] ⊂ OK , 只需证反方向的包

含. 注意到 K 作为 Q-向量空间有一组基 1, ω, . . . , ωs−1, 因此任意 α ∈ OK , 有

α = t0 + t1ω + · · ·+ ts−1ω
s−1,

其中 t0, . . . , ts−1 ∈ Q. 下证 t0, . . . , ts−1 ∈ Z.

记 Gal(K|Q) = {τ1, . . . , τs}. 我们有

τi(α) = t0 + t1τi(ω) + · · ·+ ts−1τi(ω
s−1) (1 ≤ i ≤ s).

这给出了由 s 个方程组成的线性方程组, 于是由 Cramer 法则, 可以解出

ti =
γj
δ
,

其中 δ = det(τi(ωk) 1≤i≤s
0≤k≤s−1

), γj 是根据 Cramer 法则替换 (τi(ω
k) 1≤i≤s

0≤k≤s−1
) 第 j 列

后的新方阵的行列式. 由于所有 τi(ω
k) 和 τi(α) 都是代数整数, γj, δ 也都是代数

整数. 且

δ2 = dK(1, ω, . . . , ω
s−1) ∈ OK ∩Q = Z.

从而

tjd = δγj ∈ OK ∩Q = Z.
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记 tjd = mj, 我们有

α =
m0

d
+
m1

d
ω + · · ·+ ms−1

d
ωs−1,

上式可变换为

α =
m′

0

d
+
m′

1

d
(1− ω) + · · ·+

m′
s−1

d
(1− ω)s−1, (7)

我们想证 d|mj (0 ≤ j ≤ s − 1), 这等价于证 d|m′
j (0 ≤ j ≤ s − 1). 用反证

法, 已经知道 d 可以写成 d = ±pl (l ∈ Z+), 假设 (m′
0, . . . ,m

′
s−1) = pλm′, 其中

λ ≤ l − 1, p - m′. 记 m′
j = pλm′′

j (m′′
j ∈ Z), 则 p - (m′′

0, . . . ,m
′′
s−1) = m′. 我们有

α =
pλ

pl
(m′′

0 +m′′
1(1− ω) + · · ·+m′′

s−1(1− ω)s−1)

于是

pl−λ−1α =
1

p
(m′′

0 +m′′
1(1− ω) + · · ·+m′′

s−1(1− ω)s−1)

不妨设 p|m′′
j (0 ≤ j ≤ t− 1) 但 p - m′′

t (0 ≤ t ≤ s− 1). 于是

pl−λ−1α− 1

p
(m′′

0 +m′′
1(1− ω) + · · ·+m′′

t−1(1− ω)t−1)

=
m′′
t (1− ω)t

p
+ · · ·+

m′′
s−1(1− ω)s−1

p

上式等号左边是代数整数, 于是等号右边也是代数整数, 记为 α′. 上式化为

α′p

(1− ω)1+t
=

m′′
t

(1− ω)
+m′′

t+1 + · · ·+m′′
s−1(1− ω)s−t−2

我们有

NK|Q(1− ω) =

m=pn∏
k=1

(k,p)=1

(1− ωk) = p

由此可知 p
(1−ω)1+t ∈ Z[ω] ⊂ OK , 于是 α′p

(1−ω)1+t ∈ OK . 从而有 m′′
t

1−ω ∈ OK . 于是

NK|Q(
m′′
t

1− ω
) =

(m′′
t )
s

p
∈ OK ∩Q = Z.

这同 p - m′′
t 矛盾, 从而 pl|m′

j (0 ≤ j ≤ s− 1).
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为了计算一般的分圆域的代数整数环, 我们需要做一些准备工作.

定理 5.18. 设 [K : Q] = n, 则 OK 是秩为 n 的自由 Abel 群.

证明. 设 α1, . . . , αn是K作为Q-向量空间的一组基,由引理5.15,不妨设 α1, . . . , αn ∈

OK . 对任意 γ ∈ OK ,

γ = x1α1 + · · ·+ xnαn,

其中 x1, . . . , xn ∈ Q. 记 σ1, . . . , σn 是 n 个 K 上的 Q-嵌入, 则

σi(γ) = x1σi(α1) + · · ·+ xnσi(αn).

类似定理5.17可以解得 xj =
γj
δ

, 其中 δ = det(σi(αj)), 且

δ2 = d = dK|Q(α1, . . . , αn) ∈ Q ∩ OK ,

于是 d 是非零整数. 从而

xjd = γjδ =: mj ∈ Z.

因此

OK ⊂ Z
α1

d
⊕ · · · ⊕ Z

αn
d
.

由定理A.6可知 OK 是秩不大于 n 的自由 Abel 群. 若 OK 由 β1, βm 整系数

线性生成, 则 K 由 β1, βm 有理系数线性生成, 从而 m ≥ n, 因此 m = n. 即

rank(OK) = n.

定义 5.19. 设 ω1, . . . , ωn ∈ OK. 如果 OK = Zω1 ⊕ · · · ⊕ Zωn, 则称 ω1, . . . , ωn 是

OK 或 K 的一组整基.

不难看出整基不是唯一的. 事实上, 如果 ω1, . . . , ωn 是 OK 的整基, 那么

−ω1, . . . , ωn 和 ω1, . . . , ωn−1, ω1 + ωn 也都是 OK 的整基.

引理 5.20. 设 [K : Q] = n, ω1, . . . , ωn 是 OK 的一组整基. 设 α1, . . . , αn ∈ OK,

若有

(α1, . . . , αn)
T = A(ω1, . . . , ωn)

T
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其中 A ∈ Matn(Z), 则

dK(α1, . . . , αn) = det(A)2dK(ω1, . . . , ωn)

证明. 记 A = (aij)1≤i,j≤n, 则 αi =
∑n

i=1 aijωj. 我们有

(σi(αj)) = (σi(
n∑
k=1

aj,kωk))

= (
n∑
k=1

aj,kσi(ωk))

= (σi(ωk))A
T .

于是 dK(α1, . . . , αn) = det(σi(αj))2 = det(A)2dK(ω1, . . . , ωn),

推论 5.21. 设 [K : Q] = n, ω1, . . . , ωn 和 α1, . . . , αn 是 OK 的两组整基. 则

dK(α1, . . . , αn) = dK(ω1, . . . , ωn)

证明. 两组整基的变换矩阵 A,B 满足 AB = In, 于是 det(A) det(B) = 1. 又

A,B ∈ Matn(Z), 因此 det(A), det(B) ∈ Z. 于是 det(A)2 = 1.

定义 5.22. K 的判别式 d(K)(有时记作 dK) 是它任意一组整基的判别式.

引理 5.23. 设 α1, . . . , αn ∈ OK. 若

(1) dK(α1, . . . , αn) = d(K), 或

(2) dK(α1, . . . , αn) ∈ Z 是无平方因子的非零整数.

则 α1, . . . , αn 是 K 的一组整基.

证明. 设 ω1, . . . , ωn 是一组整基. 我们有

(α1, . . . , αn)
T = A(ω1, . . . , ωn)

T ,
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其中 A ∈ Matn(Z). 则

dK(α1, . . . , αn) = det(A)2d(K).

由 (1), det(A)2 = 1, 则 A−1 ∈ Matn(Z), 故 α1, . . . , αn 是 K 的一组整基.

由 (2) 同样有 det(A)2 = 1.

定理 5.24. 设 K,L 是数域, 若 [K : Q] = m, [L : Q] = n 且 [KL : Q] = mn, 并

且 (d(K), d(L)) = 1, 则

(1) OKL = OKOL := {
∑t

i=1 α
′
iβ

′
i | α′

i ∈ OK , β
′
i ∈ OL, t ∈ Z+},

(2) 若 α1, . . . , αm 和 β1, . . . , βn 分别是 K,L 的整基, 则 {αiβj | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤

j ≤ n} 是 KL 的一组整基.

(3) d(KL) = d(K)nd(K)m.

证明. 对于 (1), OKOL ⊂ OKL 是显然的, 而由 (2) 立即可得 OKL ⊂ OKOL.

下证 (2). 首先 {αiβj} 1≤i≤m
1≤j≤n

是 KL 作为作为 Q-向量空间的一组基, 于是任

意 α ∈ OK 都能写成

α =
∑
i,j

rij
r
αiβj,

其中 rij ∈ Z, r ∈ Z+ 且 (r, r11, . . . , rmn) = 1. 令 σk 是 K 的 m 个不同的 Q-嵌入.

我们可以把 σk 扩张到 KL 上, 且有 [KL : K] = [KL:Q]
[K:Q]

= mn
m

= n 种扩张的方式.

记它们为 σ
(1)
k , . . . , σ

(n)
k . 这 n 个嵌入中一定有一个嵌入 σ̃k 使得 σ̃k|L = idL. 于是

σ̃k(α) =
∑
i,j

rij
r
σk(αi)βj

=
m∑
i=1

xiσk(αi)

其中 xi =
∑n

j=1
rij
r
βj ∈ L. 仍然是利用 Cramer 法则, 记 δ = det(σk(αi)), 可以解

得

xi =
γi
δ
,

44



其中 γi 是替换相应列后的行列式, 且 δ2 = dK(α1, . . . , αm) = d(K) ∈ Z. 于是

xid(K) = δγi ∈ OL. 因此
n∑
j=1

rij
r
d(K)βj ∈ OL.

所以 rij
r
d(K) ∈ Z, 故而 r|d(K). 同理, r|d(L). 而 (d(K), d(L)) = 1, 所以 r = 1.

这就证明了 (2).

下证 (3). 设 {σk}1≤k≤m 是 K 上的 m 个 Q-嵌入, {τl}1≤l≤n 是 L 上的 n 个

Q-嵌入. 前面已经证明了对于每一对 (σk, τl) 都存在唯一的 KL 上的 Q-嵌入 πk,l

满足

πk,l|K = σk, πk,l|L = τl.

于是 {πk,l} 1≤k≤m
1≤l≤n

就是 KL 上全部的 mn 个 Q-嵌入. 因此

d(KL) = det(πk,l(αiβj))2

= det(πk,l(αi)πk,l(βj))2

= det((σk(αi))⊗ (τl(βj)))
2

= d(K)nd(L)m

其中 (σk(αi))⊗ (τl(βj)) 是两个矩阵的 Kronecker 乘积.

定理 5.25. 设 K = Q(ζm), 其中 ζm = e2πi/m, m ∈ Z≥3 且 m 6≡ 2 (mod 4), 则

(1) OK = Z[e2πi/m],

(2) d(K) =
(−1)

φ(m)
2 mφ(m)∏

p|m p
φ(m)/(p−1)

.

证明. 设 m = pα1
1 · · · pαr

r . 先证 r = 2 的情形. 记

K1 = Q(e2πi/p
nα1
1 ), K2 = Q(e2πi/p

nα2
2 ).

则 K = K1K2
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由定理5.24有

OK = OK1OK2

= Z(e2πi/p
α1
1 )Z(e2πi/p

α2
2 )

= Z(e2πi/(p
α1
1 p

α2
2 )).

以及

d(K) = d(K1)
φ(p

α2
2 )d

φ(p
α1
1 )

K2

=
(−1)

φ(m)
2 mφ(m)∏

p|m p
φ(m)/(p−1)

.

一般情况由数学归纳法即得.

注. 如果定理 5.25 中的条件 m 6≡ 2 (mod 4) 不再成立, 即若 m ≡ 2 (mod 4), 有

Q(e2πi/m) = Q(e2πi/m
′
),

其中 m′ = m
2

.

5.4 单位根

本节考虑的数域 K 都是有限扩张, 即 [K : Q] ≤ ∞.

定义 5.26. 设 K 为数域. 我们称 u ∈ K 是 n 次单位根如果存在 n ∈ Z+ 使得

un = 1

记 WK 为 K 中所有单位根构成的群.

命题 5.27. WK 是有限群.

证明. 如果 WK 是无限群, 则对任意 n ∈ Z+, 都存在 m ≥ n 使得 WK 中含有 m

次本原单位根, 记为 ζm. 我们有 K

[K : Q] ≥ φ(m) ≥ 1

2

√
m→ ∞.
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下面我们给一个稍显复杂但典范的处理.

证明. 设 w ∈ WK 是 n 次单位根. 设 f(x) = xm + cm−1 + · · ·+ c1x+ c0 ∈ Z[x] 是

w 的极小多项式. 记 f 所有的根为 w1 = w,w2, . . . , wm. 于是 f(x)|xn − 1, 因此

wnj = 1 (1 ≤ j ≤ m). 于是 |wj| = 1. 由根与系数关系可知 |cm−j| ≤
(
m
j

)
. 又 WK

中元素的 Z 上极小多项式次数比 n 小且系数的绝对值比 2n 小, 满足这些条件的

首一整系数多项式只有有限个, 因此 WK 元素有限.

命题 5.28. WK 是有限循环群.

证明. 设 |Wk| = n, n = pα1
1 · · · pαr

r . 由于 WK 是有限 Abel 群, 我们有

WK = G1 ⊕ · · ·Gr.

其中 Gj 是 p
αj

j 阶子群. 故只需证 Gj 是循环群. 如果不是, 则 Gj =
⊕

iHj,i,

其中 |Hj,i| ≤ p
αj−1
j 且是循环群. 而任意 w ∈ Gj 都满足 wp

αj−1

j = 1, 则多项式

xp
αj−1

j = 1 的根至少有 |Gj| = p
αj

j 个, 矛盾.

定义 5.29. 设 u ∈ OK 且 u−1 ∈ OK, 则称 u 是 OK 中的单位.

注. 不难看出单位群即 OK 中可逆元全体 O×
K.

引理 5.30. 设 [K : Q] = n, 设 σ1, · · · , σn 是 n 个嵌入, u ∈ OK. 则有

(1) u ∈ O×
K ⇐⇒ NK|Q(u) = ±1,

(2) u ∈ WK ⇐⇒ |σi(u)| = 1 (1 ≤ i ≤ n)

证明. (1) (⇒) 设 u 是单位, 则 NK|Q(u)NK|Q(u
−1) = 1. 而 u, u−1 ∈ OK , 故

NK|Q(u), NK|Q(u
−1) ∈ Z. 因此 NK|Q(u) = ±1.

(⇐) 设 NK|Q(u) = ±1. 考虑多项式

f(x) =
n∏
i=1

(x− σi(u)) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x].
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可知 u−1 是首一整系数多项式

a0 + a0an−1x+ · · ·+ a0a1x
n−1 + a0

的根. 所以 U−1 ∈ OK .

(2) (⇒) 设 u ∈ WK , 于是存在 m 使得 um = 1. 则

σi(u)
m = σi(u

m) = 1.

于是 σi(u) 是单位根, 自然有 |σi(u)| = 1.

(⇐) 用反证法. 设 |σi(u)| = 1, 但 u 不是单位根, 于是 {uj}j≥1 两两不同. 显

然 uj 是多项式

f(x) =
n∏
i=1

(x− σi(u
j)) ∈ Z[x]

的根. 故由根与系数的关系, xn−k 项的系数比
(
n
k

)
小, 故 fj 的系数的绝对值比 2n

小. 于是 fj 只有有限个, 矛盾.

那么模长为 1 的单位是否一定是单位根呢? 下面的例子给出了否定的回答.

例 5.31. 考虑多项式 x4 − 2x3 − 2x− 1, 我们有如下因式分解

x4 − 2x3 − 2x− 1 = (x2 − x+ 1 +
√
3x)(x2 − x+ 1−

√
3x).

这个方程有四个根, 包括两个共轭的复根 u, ū 满足 |u| = uū = 1 和两个实根

u1, u2 满足 u1u2 = 1. 如果 u 是单位根, 则 |u1| = |u2| = 1. 这使得 u1.u2 = ±1,

矛盾. 所以 u 不是单位根.
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6 素理想分解

6.1 Dedekind 整环

定义 6.1. 设 R 是整环, 如果 R 满足: 若 a ∈ Frac(R) 是 R[x] 中首一多项式的

根, 则 a ∈ R, 则称 R 是整闭的.

定义 6.2. 若整环 R 是整闭的 Noether 环, 且任意非零素理想都是极大理想, 则

称其为 Dedekind 整环.

引理 6.3. 设 R 是 Noether 整环, I ⊂ R 是非零理想, 则存在 R 的有限个素理想

p1, . . . , pn 使得 I ⊃ p1 . . . pn.

证明. 用反证法. 假设存在非平凡理想 I 使得 R 不具备上述性质, 记这些理想构

成的集合为 S. 由于 R 是 Noether 的, 于是 S 中存在极大元, 记为 M . 易见 M

不是素理想, 于是存在 x, y ∈ R −M 满足 xy ∈ M . 于是 M & M + Rx /∈ S,

M & M + Ry /∈ S. 于是存在素理想 p1, . . . , pn, q1, . . . , qm 使得 M + Rx ⊃

p1, . . . , pn,M +Ry ⊃ q1, . . . , qm. 从而有

M ⊃ (M +Rx)(M +Ry) ⊃ p1 . . . pnq1 . . . qm

这同 M ∈ S 矛盾, 于是 S = ∅.

引理 6.4. 设 R 是 Dedekind 整环, A & R 是 R 的理想, K = Frac(R), 则存在

γ ∈ K 且 γ /∈ R 使得 γA ⊂ R.

证明. 不妨设 A 6= 0. 取 0 6= a ∈ A. 设 r 是最小的正整数使得存在素理想

p1, · · · , pr 满足 p1 · · · pr ⊂ (a). 故存在极大理想 m 使得

m ⊃ A ⊃ (a) ⊃ p1 · · · pr.

于是存在 i 使得 pi ⊂ m, 不妨 i = 1. 于是 m = p1. 又由 r 的最小性, 有

b ∈ p2 · · · pr 但 b /∈ (a). 则

bA ⊂ bm = bp1 ⊂ p1 · · · pr ⊂ aR.
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即 a−1bA ⊂ R.

引理 6.5. 设 R 是 Dedekind 整环, I 是 R 的理想. 则存在 R 的非零理想 J 使得

IJ 是 R 的主理想.

证明. 不妨假设 I 6= 0. 取 α ∈ I, α 6= 0, 定义

J := {β ∈ R | βI ⊂ (α)}.

显然 J 是 R 的理想, 且 IJ = JI ⊂ (α). 令 A = 1
α
IJ ⊂ R, 则显然有 A 也是 R

的理想.

断言. A = R.

我们用反证法证明断言. 若 A 是真理想, 则由引理6.4, 存在 γ /∈ R 使得

γA ⊂ R. 由 α ∈ I 且 A = 1
α
IJ ⊃ J , 有 γJ ⊂ γA ⊂ R. 即对任意 β ∈ J 有

γβ ∈ R 且

γβI ⊂ γJI ⊂ γαA ⊂ αR = (α).

从而有 γβ ∈ J , 于是 γJ ⊂ J . 设 a1, · · · , an 是 J 的一组生成元. 于是

γai =
n∑
j=1

cijaj cij ∈ R.

记 C = (cij)1≤i,j≤n, 我们有 det(γIn − C) = 0. 于是 γ 是 R 上的代数整数. 由于

R 是整闭的, γ ∈ R, 矛盾.

引理 6.6 (消去律). 设 A,B,C 都是 Dedekind 整环 R 的理想, A 6= 0. 若 AB =

AC, 则 B = C.

证明. 由引理6.5, 存在非零理想 J 使得 JA = (α). 于是我们有 JAB = JAC, 则

(α)B = (α)C. 因此 B = C.

引理 6.7. 设 A,B 是 Dedekind 整环 R 的理想, 则

A ⊃ B ⇐⇒ ∃ ideal C ⊂ R s.t.AC = B.
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证明. ⇐ 是显然的, 下证反方向. 由引理6.5可知存在 R 中的非零理想 J 使得

JA = (α), 其中 α 6= 0. 于是由 A ⊂ B 可以推出 C := 1
α
JB 是 R 的理想, 且

AC = 1
α
AJB = 1

α
(α)B = B.

定理 6.8. 设 R 是一个 Dedekind 整环, I ⊂ R 是非平凡理想, 则存在有限个素理

想 p1, . . . , pn, 使得

I = p1 · · · pn,

且在不记次序的意义下唯一.

证明. I. 存在性. 我们用反证法. 令 S 是所有不能写成有限个素理想乘积的非平

凡理想构成的集合. 于是 S 中有极大元 M 6= R. 取极大理想 P ⊃ M , 则由引

理6.7, 存在理想 I 使得 PI =M 且 I 'M . 于是 I /∈ S. 故存在素理想 p1, . . . , pk

使得 I = p1 · · · pk. 则 M = Pp1 · · · pk, 矛盾.

II. 唯一性. 设 I = p1 · · · pn = q1 · · · qm. 则 p1 ⊃ q1 · · · qm, 因此 p1 包含某个

qj, 不妨设包含 q1, 由消去律和归纳法可知该分解唯一.

注. 在 Z 上 6.8 即为算术基本定理.

于是许多初等数论的概念可以自然地建立在 Dedekind 整环上. 我们称理想

间有 A 整除 B(记为 A|B), 如果存在理想 C 使得 B = AC. 由引理6.7可知这等

价于 A ⊃ B. 于是我们可以去定义理想的最大公因子和最小公倍 “数”. 设 A,B

是两个非零理想, 并分解为

A = pe11 · · · perr , B = pf11 · · · pfrr .

其中 ei, fi ≥ 0, 且规定理想的 0 次幂 p0i = R. 我们可以定义

gcd(A,B) := p
min(e1,f1)
1 · · · pmin(er,fr)

r , lcm(A,B) := p
max(e1,f1)
1 · · · pmax(er,fr)

r

事实上. 我们有 gcd(A,B) = A + B, lcm(A,B) = A ∩ B. 如果 A + B = R, 我们

称 A,B 互素.
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引理 6.9. 设 R 是 Dedekind 整环, 则 R 是 UFD 当且仅当它是 PID.

证明. 只需证明 UFD ⇒ PID. 设 p ⊂ R 是任意理想. 考虑素元分解 0 6= x =

p1 · · · pr ∈ p. 则每个 (pi) 都是素理想且 p|(x) =
∏

i(pi). 于是存在 pi 使得 p|(pi),

而 (pi) 极大, 因此 p = (pi).

引理 6.10. 设 I 是 Dedekind 整环中的非零理想, 设 0 6= a ∈ I, 则存在 b ∈ I 使

得 I = (a, b).

证明. 不妨设 I 6= R. 由于 a ∈ I, I|(a). 取 J 使得 IJ = (a). 根据中国剩余定理,

我们可以取到一个同 J 互素的非零理想 J ′ 使得 IJ ′ = (b). 于是

(a) + (b) = gcd((a), (b)) = gcd(IJ, IJ ′) = I.

定理 6.11. 设 [K : Q] = n, 则 OK 是 Dedekind 整环.

证明. (1) 设 I 是 OK 的非零理想. I 作为加法群是自由 Abel 群 OK 的子群, 故

而 I 也是是自由 Abel 群, 所以作为理想 I 是有限生成的. 这说明 OK 是诺特环.

(2) 设 α ∈ K, 设它是首一多项式 f(x) = xm + cm−1x
m−1 + · · ·+ c1x+ c0 ∈ OK [x]

的根. 记 S = Z[c0, . . . , cm−1]. S 作为加法群是有限生成的, 即有

S = Zγ1 + · · ·+ Zγs.

由于 f(α) = 0, 每个 αi 都能写成 1, α, . . . , αm−1 的 S-线性组合. 于是

S[α] = S + Sα + · · ·+ Sαm−1

= Zγ1 + · · ·+ Zγs + Zαγ1 + · · ·+ Zαγs + Zαm−1γ1 + · · ·+ Zαm−1γs.

即 S[α] 作为加法群是有限生成的. 于是 α 是代数整数, 所以 α ∈ OK . 故 OK 是

整闭的.

(3) 设 p 是非零素理想. 取 0 6= α ∈ I. 考虑 0 6= m = NK|Q(α) =
n∏
i=1

σi(α). 不
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妨设 σ1 = idK . 于是 m

α
=

n∏
i=2

σi(α) ∈ K 也是代数整数, 故 m

α
∈ OK . 于是

m = α · m
α
∈ I. 因此 (m) ∈ I. 设 w1, . . . , wn 是 OK 的一组整基, 即

OK = Zw1 ⊕ · · · ⊕ Zwn.

于是

mOK = Zmw1 ⊕ · · · ⊕ Zmwn.

故

OK/mOK
∼= (Z/mZ)⊕n.

由于 I 是素理想, 综上可知 OK/I 是有限整环, 故为域. 因此 I 是极大理想.

推论 6.12. 设 [K : Q] = n, I 是 K 的非零理想, 则 I 作为加法群是秩为 n 的自

由 Abel 群.

6.2 分式理想

定义 6.13. 设 I 6= 0 是数域 K 的非空子集. 如果存在非零元 u 使得 uI 是 OK

的理想, 则称 I 是 K 的分式理想. 记 K 的全体分式理想构成的集合为 I(K).

设 A,B 是 K 的分式理想, 引入乘法

AB := {
n∑
i=1

aibi | ai ∈ A, bi ∈ B},

并且定义

A−1 := {x ∈ K | xA ⊂ OK}.

不难验证 AB,A−1 都是分式理想.

引理 6.14. 设 p ⊂ OK 是非零素理想, 则

p−1 := {x ∈ K | xp ⊂ OK}

是 p 的逆, 即 pp−1 = OK.
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证明. 不难看出 OK ⊂ p−1, 故 p ⊂ pp−1 ⊂ OK . 由于 p 极大, 只能有 p = pp−1

或者 pp−1 = OK . 假设 p = pp−1. 令 α1, . . . , αr 是 p 的一组生成元. 于是对任意

x ∈ p−1,

xαi =
r∑
j=1

cijαj cij ∈ OK .

记 C = (cij)1≤i,j≤r, 我们有 det(xIr − C) = 0, 于是 x 是 OK 上的代数整数, 而

由于 OK 是整闭的, x ∈ OK . 这表明 OK = p−1. 现在选择 p 中的非零元 b,

取素理想分解 p1 · · · pm = (b) ⊂ p. 于是存在 i, pi ⊂ p. 不妨设 i = 1. 于是

p2 · · · pm & (b), 故存在 a ∈ p2 · · · pm, a /∈ (b). 则 a /∈ bOK , 即 ab−1 /∈ OK . 而我们

有 ab−1p ⊂ b−1p1 · · · pm ⊂ OK , 即 ab−1 ∈ p−1, 矛盾.

注. 不难看出这个证明仿效了引理 6.4的手法. 事实上,如果没有定理 6.8,本证明

只需稍加修改: 将证明中的素理想分解改为取最小的 m 使得 p1 · · · pm ⊂ (b) ⊂ p

即可.

定理 6.15. I(K) 是交换群, 单位元为 OK.

证明. 只需证明对任意分式理想 A, A−1 := {x ∈ K | xA ⊂ OK} 是 A 的逆.

素理想的情况已经由引理6.14给出. 对任意理想 a = p1 · · · pr, 它的逆为 b =

p−1
1 · · · p−1

r . 而由 ba = OK , 有 b ⊂ a−1. 反过来, 对 x ∈ a−1, xa ⊂ OK , 则

xab ⊂ b, 故 x ∈ b. 于是 b = a−1. 对任意的分式理想 A 及相应的非零元 u,

(uA)−1 = u−1A−1, 因此 AA−1 = OK .

引理 6.16. 设 [K : Q] = n, I 是 K 的分式理想, 则 I 作为加法群是秩为 n 的自

由 Abel 群.

设 [K : Q] = n, I 是 OK 的理想. 设 I = Zα1 ⊕ · · · ⊕Zαn, OK = Zw1 ⊕ · · · ⊕

Zwn, 我们有矩阵变换 
α1

...

αn

 = T


w1

...

wn

 .

其中 T ∈ Matn(Z).
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定义 6.17. 设 I 是 OK 的理想. 我们称

NK(I) = NK|Q(I) := | detT |

为理想 I 的范数.

引理 6.18. 设 A 是 K 的非零整理想, 则 NK(A) = |OK/A|.

证明. 可以取 OK 的一组整基 w1, . . . , wn 使得

OK = Zw1 ⊕ · · · ⊕ Zwn,

A = Zd1w1 ⊕ · · · ⊕ Zdnwn.

于是 NK(A) = |d1 · · · dn|. 而

OK/A ∼= Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dnZ.

故 |OK/A| = |d1 · · · dn|.

定理 6.19. 设 A,B 是 OK 中的非零理想, [K : Q] = n. 不妨设 A = pe11 · · · perr ,

其中 p1, · · · , pr 是互不相同的素理想, e1, · · · , er ∈ Z≥1. 则

(1) NK(A) = NK(p1)
e1 · · ·NK(pr)

er ,

(2) NK(AB) = NK(A)NK(B).

(3) 设 A = Zα1 ⊕ · · · ⊕ Zαn. 则

dK(α1, . . . , αn) = NK(A)
2d(K).

(4) 对 0 6= α ∈ OK, 有 NK((α)) = |NK|Q(α)|.

证明. 对 (1), 由中国剩余定理有

OK/A = OK/p
e1
1 ⊕ · · · ⊕ OK/p

er
r .
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于是

NK(A) = NK(p
e1
1 ) · · ·NK(p

er
r ).

故只需证 NK(p
e) = NK(p)

e, 其中 p 是素理想, e ∈ Z≥1. 由唯一分解定理我

们知道 pm ' pm+1. 取 α ∈ pm \ pm+1 有

pm ⊃ (α) + pm+1 ' pm+1.

存在一个同 p互素的理想 B 使得 (α) = pmB,于是 (α)+pm+1 = pm(B+p) = pm.

这表明 pm/pm+1 是由 α mod pm+1 生成的一维 OK/p-向量空间. 故 OK/p ∼=

pm/pm+1. 因此

|OK/p
e| = |OK/p||p/p2| · · · |pe−1/pe| = |OK/p|e.

(2) 由 (1) 立即可得.

(3) 记 σ1, . . . , σn : K → C 是 n 个不同的 Q-嵌入. 设 ω1, . . . , ωn 是 OK 的一

组整基. 于是有 M = (bij)1≤i,j≤n 使得

αj =
n∑
k=1

bjkωk.

于是有

σi(αj) =
n∑
k=1

σi(bjk)σi(ωk)

=
n∑
k=1

bjkσi(ωk).

因此 (σi(αj)) = (σi(ωk))(bjk) = (σi(ωk))M
T . 所以

dK(α1, . . . , αn) = det((σi(αj)))2 = det((σi(ωk)))2 det(M)2 = NK(A)
2d(K).
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(4) 我们知道 (α) = Zαω1 ⊕ · · · ⊕ Zαωn.

dK(αω1, . . . , αωn) = det((σi(αωi)))2

= det((σi(α)σi(ωj)))2

= (
n∏
i=1

σi(α))
2 det(σi(ωj))2

= NK|Q(α)
2d(K).

而由 (3) 有 NK(A)
2d(K) = dK(αω1, . . . , αωn).

下面我们把理想的范数推广到分式理想中.

定义 6.20. 设 I = AB−1 是 K 中的分式理想, 其中 A,B 是理想. 定义 I 的范数

为

NK(I) = NK(A)NK(B)−1.

于是上述定理可以完全平行地推广到分式理想中, 陈述如下.

定理 6.21. 设 A,B 是 OK 中的分式理想, [K : Q] = n. 不妨设 A = pe11 · · · perr ,

其中 p1, · · · , pr 是互不相同的素理想, e1, · · · , er ∈ Z≥1. 则

(1) NK(A) = NK(p1)
e1 · · ·NK(pr)

er ,

(2) NK(AB) = NK(A)NK(B).

(3) 设 A = Zα1 ⊕ · · · ⊕ Zαn. 则

dK(α1, . . . , αn) = NK(A)
2d(K).

(4) 对 0 6= α ∈ K, 定义主分式理想 (α) := {αx | x ∈ OK} = αOK. 有

NK((α)) = |NK|Q(α)|.
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引理 6.22. (1) 设 A 是数域 K 的理想, 则 NK(A) ∈ A.

(2) 对每个正整数 g, 只有有限个理想 A ⊂ OK 使得 NK(A) = g.

证明. (1) 若 NK(A) = g, 则任意 x ∈ OK/A 的阶数 n|g. 于是 g · x ∈ A, 特别地,

g · 1 ∈ A.

(2) 设理想 A ⊂ OK 满足 NK(A) = g ∈ Z≥0. 则由 (1) 可知 (g) ⊂ A. 于是

A|(g). 而由素理想分解可知 (g) 只有有限个因子, 故而 A 的选择有限.
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7 理想类群

7.1 格

定义 7.1. 设 X ⊂ Rn 是非零子空间, dimX = m. 若存在 X 的一组基 α1, . . . , αm

使得 X 的一个子群为

H = Zα1 + · · ·+ Zαm.

则称 H 为 X 的一个格.

定义 7.2. 设 H ⊂ Rn 是加法子群. 如果对任意 M > 0, H ∩ [−M,M ]n 都是有限

集合, 则称 H 是 Rn 的离散子群.

引理 7.3. 设 H ⊂ Rn 是一个非零加法子群. 则 H 是 Rn 的离散子群当且仅当它

是某个非零子空间 X 的格.

下面我们定义格的体积. 设 H 是 Rn 中的格, 且

H = Zα1 + · · ·+ Zαn,

其中 α1, . . . , αn 是 Rn 的一组基. 定义

P = P (α1, . . . , αn) := {
n∑
i=1

tiαi | 0 ≤ ti < 1}.

格 H 的体积定义为 V (H) = µ(P ), 其中 µ 是 Rn 上的 Lebesgue 测度.

引理 7.4. 设 H 是 Rn 中的格, B ⊂ Rn 是可测集, 则

(1) 若 µ(B) ≥ V (H), 则存在 x, y ∈ B, x 6= y, 使得 x− y ∈ H.

(2) 若 B 是关于原点对称的凸集, 并且 µ(B) > 2nV (H), 则 B ∩ H 中有非零向

量.
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证明. (1) 考虑 H 的一组基的平行多面体 P , 我们有

B =
⋃
h∈H

((h+ P ) ∩ B).

于是

µ(B) =
∑
h∈H

µ((h+ P ) ∩ B)

=
∑
h∈H

µ(P ∩ (B − h).

如果对于 H 中任意两个不同的元素 h1 6= h2,

(P ∩ (B − h1)) ∩ (P ∩ (B − h2)) = ∅.

则

µ(B) = µ(∪h∈H(P ∩ (B − h)) ≤ µ(P ).

矛盾. 于是存在 x ∈ (P ∩ (B− h1))∩ (P ∩ (B− h2)). x+ h1, x+ h2 即为所求.

7.2 类群

所有主分式理想构成的子群记为 P(K).

定义 7.5. 商群 C(K) := I(K)/P(K) 称为 K 的理想类群, |C(K)| 称为 K 的理

想类数.

对 K 的 n 个不同的 Q-嵌入 σi : K → C (1 ≤ i ≤ n), 如果对任意 x ∈ K,

σi(x) ∈ R, 则称 σi 为实嵌入. 不是实嵌入的嵌入称为复嵌入, 不难看出复嵌入

的共轭仍是复嵌入. 我们记实嵌入的个数为 r1, 复嵌入的个数为 r2 对. 于是

r1 + 2r2 = n.

引理 7.6. 设 I ⊂ OK 是非零整理想.

ρ : OK → Rn

x 7→ (σ1(x), . . . , σr1(x),Re(σr1+1(x)), Im(σr1+1(x)), . . . ,Re(σr1+r2(x)), Im(σr1+r2(x))).
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则 ρ(I) 是 Rn 中的格, 且有

V (ρ(I)) = 2−r2NK(I)|dK |1/2

证明. 对 I = Zα1⊕· · ·⊕Zαn α1, · · · , αn ∈ OK . ρ(I) = Zρ(α1)⊕· · ·⊕Zρ(αn) ⊂ Rn.

取 Rn 中的标准基 {ei}1≤i≤n, 则 ρ(αi) =
∑n

j=1 xijej, 我们有

V (ρ(I)) = | det(xij)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det


σ1(α1) · · · σr(α1) Re(σr1+1(α1)) Im(σr1+1(α1)) · · ·

σ1(α2) · · · σr(α2) Re(σr1+1(α2)) Im(σr1+1(α2)) · · ·
... . . . ... ... ... · · ·

σ1(αn) · · · σr(αn) Re(σr1+1(αn)) Im(σr1+1(αn)) · · ·



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

于是

|d(α1, · · · , αn)|1/2 = | − 2i|r2V (ρ(I)).

引理 7.7. (1) 设 I ⊂ OK 是非零整理想. 则存在非零元 x ∈ I 使得

|NK|Q(x)| ≤ TKNK(I),

其中 TK 是只与 K 有关的常数.

(2) 设 A 是 K 中的分式理想, 则存在一个与 A 等价的理想 I 使得

|NK(I)| ≤ TK .

证明. (1) 对 t > 0, 引入

Bt := {(y1, . . . , yn) ∈ Rn | |y1|, . . . , |yr1 | ≤ t, (yr1+1+yr1+2)
1/2, . . . , (yr1+2r2−1+yr1+2r2)

1/2 ≤ t}.

则 µ(Bt) = µ(B1)t
n. 我们选取合适的 t使得 µ(Bt) = 2n+1V (ρ(I)). 则由引理7.4可

知 Bt ∩ ρ(I) 中有非零向量, 即存在非零元 x ∈ I 使得 ρ(x) ∈ Bt. 于是

|NK|Q(x)| = |
n∏
i=1

σi(n)| ≤ (
1

n

n∑
i=1

|σi(x)|)n

≤ (
1

n
(r1 + 2r2)t)

n = tn

=
2n+1

µ(B1)
2−r2 |d(K)|1/2NK(I).
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(2) 对 A 的逆 A−1, 存在 u ∈ OK 使得 uA−1 是理想. 则有

(u−1I)−1 = uI−1,

因此 I 和 u−1I 等价, 不妨设 A−1 是理想. 则存在非零元 x ∈ A−1 使得

|NK|Q(x)| ≤ TKNK(A
−1).

令 I = xA = (x)A, 由于 xA ⊂ A−1A = OK , 故 I 是 OK 中理想. 于是

|NK(I)| = |NK|Q(x)NK(A)| ≤ TK .

定理 7.8. C(K) 是有限群. 即类数 h(K) := |C(K)| 有限.

证明. h(K) ≤ #{A 是理想 | NK(A) ≤ TK}. 由引理6.22即证.

一般我们希望 TK 越小越好. 例如, 若 1 ≤ TK < 2, 则立即得出 h(K) = 1.

7.3 Dirichlet 单位定理

引入映射

l : O×
K → Rr1+r2

x 7→ (log |σ1(x)|, . . . , log |σr1(x)|, 2 log |σr1+1(x)|, . . . , 2 log |σr1+r2(x)|).

不难看出这是从乘法群 O×
K 到加法群 Rr1+r2 的同态. 注意到 ker(l) = WK . 我们

用 l(k)(x) 表示 l(x) 的第 k 个分量. 则

r1+r2∑
k=1

l(k)(x) = log(
n∏
i=1

σi(x)) = log |NK|Q(x)|.

于是

OK/WK
∼= im(l) ⊂ {(x1, . . . , xr1+r2) ∈ Rr1+r2 |

r1+r2∑
i=1

xi = 0}.
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引理 7.9. 存在与 K 有关的常数 T ′
K. 固定 1 ≤ k ≤ r1 + r2. 对任意非零元

α ∈ OK, 都存在非零元 β ∈ OK 使得

l(j)(β) < l(j)(α) ∀j 6= k,

并且 |NK|Q(β)| ≤ T ′
K.

证明. 不妨令 k = 1. 设

B := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| ≤ ci (1 ≤ i ≤ r1), x
2
r1+1 + x2r1+2 ≤ cr1+1, · · · .}.

则 µ(B) = 2r1c1 · · · crπr2cr1+1 · · · cr1+r2 . µ(B) = 2nVρ(OK)时,由引理7.4, B∩ρ(OK)

中有非零向量. 于是存在非零元 β ∈ OK 使得 ρ(β) ∈ B. 这样, 我们取

c1 =
2nV (ρ(OK))

2r1c2 · · · crπr2cr1+1 · · · cr1+r2
ci =

1

2
el

(i)(α) (2 ≤ i ≤ r1)

cj =
1

2
e

1
2
l(j)(α) (r1 + 1 ≤ i ≤ r1 + r2)

即可. T ′
K =

2nV (ρ(OK))

2r1πr2
.

推论 7.10. 对任意 k (1 ≤ k ≤ r1 + r2), 都存在 uk ∈ O×
K 使得

l(i)(uk) < 0 (∀i 6= k), l(k)(uk) > 0.

证明. 对任意非零元 α1 ∈ OK , 根据引理7.9可以求出一列非零元 α2, α3, . . . 满足

对任意 j

l(i)(αj+1) < l(i)(αj) (∀i 6= k),

并且 NK|Q((αj)) = |NK|Q(αj)| ≤ T ′
K . 于是存在 j′ > j 使得 (αj) = (αj′). 故而存

在 uk ∈ O×
K 使得 αj′ = ukαj. 于是

l(αj′) = l(uk) + l(αj).

于是对任意 i 6= k, l(uk) = l(i)(αj′)− l(i)(αj) < 0. 而 l(k)(uk) > 0.
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最后我们给一个线性代数的引理.

引理 7.11. 设 A 是 m 阶实方阵, 每行元素和为 0, 且只有主对角线上的元素为

正, 则

rk(A) = m− 1.

证明. 用反证法. 设 A = (a1, · · · , am), 其中 ai 是列向量. 不妨设前 m − 1 个列

向量是线性相关的, 则有不全为 0 的系数使得其和为 0. 不妨设 tk = 1 而其余

|ti| ≤ 1, 则第 k 行有

0 =
m∑
j=1

akj <
m−1∑
j=1

akj ≤
m−1∑
j=1

tjakj = 0.

矛盾.

现在我们可以证明 Dirichlet 单位定理.

定理 7.12 (Dirichlet 单位定理). O×
K = WK × VK. 其中 VK 是秩为 r1 + r2 − 1 的

自由 Abel 群.

证明. 对 M > 0, 取 l(x) ∈ l(O×
K) 满足

|σi(x)| ≤ eM (1 ≤ i ≤ n).

考虑

f(y) =
n∏
i=1

(y − σi(x)) = yn + cn−1y
n−1 + · · ·+ c1y + c0 ∈ Z[x].

诸 ci 满足 ci ≤ 2nenM . 这样的多项式只有有点多个, 从而所选的 l(x) 只有有限多

个. 即 l(O×
K) ∩ [−M,M ]r1+r2 是有限集. 这说明 l(O×

K) 是 Rr1+r2 的离散子群. 由

定义可知 l(O×
K) 是秩不大于 r1 + r2 − 1 的自由 Abel 群. 而推论7.10中找的向量

l(uk) (1 ≤ k ≤ r1 + r2) 构成了一个 r1 + r2 阶的方阵, 它满足引理7.11的条件, 于

是我们找到了 r1 + r2 − 1 个线性无关的向量. 即 rk(l(O×
K)) = r1 + r2 − 1.
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7.4 Fermat 猜想的 Kummer 定理

现在我们考察分圆域 K = Q(ω), ω = e2πi
1
p , p ≥ 3 是素数, [K : Q] = p − 1,

K 的类数记为 hp. 我们知道 OK = Z[ω], 从 1, ω, . . . , ωp−1 中任意选取 p− 2 个都

能构成 OK 的一组整基.

由于
p−1∏
j=1

(1− ωj) = p,

我们把它放到理想里看就得到了

p−1∏
j=1

(1− ωj)OK = pOK ,

每个 (1− ωj)OK 的范数都是 p, 故而是素理想. 而

1− ωj = (1− ω)(1 + ω + · · ·+ ωj−1).

并且我们可以取 j′ 使得 jj′ ≡ 1 (mod p), 则

1− ω = 1− ωjj
′
.

于是有

pOK = Bp−1,

其中 B = (1− ω)OK .

引理 7.13. 设 x, y ∈ Z≥0 并且 p - xy(x+ y), x, y 互素. 则

(x+ ωjy) 0 ≤ j ≤ p− 1

两两互素.

证明. 我们用反证法. 设有 0 ≤ j1 < j2 ≤ p− 1 及素理想 I 满足

I|(x+ ωj1y), I|(x+ ωj2y).

65



于是

I 3 ωj2y − ωj1y = ωj1y(ωj2−j1y − 1) = ωj1y(ω − 1)(ωj2−j1−1y + · · ·+ 1).

所以 y(ω)− 1 ∈ I, 同理 x(ω)− 1 ∈ I, 因此 ω − 1 ∈ I. 于是 I|(ω − 1)OK = B, 进

而有 I = B. 而

(x+ y)− (x+ ωj1y) ∈ B.

于是 x+ y ∈ B ∩ Z = pZ, 矛盾.

引理 7.14. 对分圆域 K = Q(ω), ω = e2πi
1
p , p ≥ 3 是素数, 任意 u ∈ O×

K 都可以

写成单位根和实单位的乘积.

证明. 考虑 Galois 群 G = Gal(K|Q) = {σ1, . . . , σp−1}. 对任意 σ ∈ G,

|σ(u
ū
)| = |σ(u)

σ(ū)
| = |σ(u)¯σ(u)

| = 1.

于是由引理5.30, u
ū
是单位根. 则 u

ū
= ±ω2a (0 ≤ a ≤ p− 1).

若 u
ū
= ω2a, 则

uω−a = ūωa = uω−a ∈ R.

u 即表为单位根 ωa 和实单位 ūωa 的乘积.

若 u
ū
= −ω2a, 则

uω−a = −ūωa.

而取整基 ω, . . . , ωp−1, 可以把 uω−a ∈ OK 表为

uω−a = c1ω + · · ·+ cp−1ω
p−1.

于是

−ūωa = −uω−a = −c1ω̄ − · · · − cp−1
¯ωp−1.

则

uω−a = c1(ω − ω−1) + c2(ω
2 − ω−2) + · · · ∈ B.

而 uω−a 是单位, 故此种情况不会发生.
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现在我们可以证明 Kummer 关于 Fermat 猜想的工作. 在证明中我们将看到

此前我们学过的知识将得到充分的运用, 事实上这也反映了 Fermat 猜想在代数

数论理论的发展中起到的支柱作用.

定理 7.15 (Kummer). 设 p ≥ 5 是素数. 若 p - hp, 则不存在 x, y, z ∈ Z 满足

xp + yp = zp

并且 p - xyz.

证明. 用反证法. 不妨设 x, y, z 两两互素. p|x− y 和 p|x+ z 不能同时成立, 我们

不妨假设 p - x− y. 用反证法, 假设存在 x, y, z ∈ Z 满足

xp + yp = zp

并且 p - xyz. 则在分圆域 K = Q(ω), ω = e2πi
1
p 中可以写成

xp + yp =

p−1∏
j=0

x+ ωjy = zp ∈ OK .

于是作为 OK 中的理想有

(xp + yp) =

p−1∏
j=0

(x+ ωjy) = (z)p = Be1p
1 · · ·Berp

r .

其中我们取了素理想分解 (z) = Be1
1 · · ·Ber

r . 而由于 (x + ωjy) 两两互素, 故存在

OK 的理想 A 使得

(x+ ωy) = Ap.

于是在理想类群 C(K)中 A所在的等价类 [A]p = eC(K). 而理想类群的阶 hp不被

p整除, 所以 [A] = eC(K). 即 A是主理想, 记 A = (α). 则 (x+ωy) = (α)p = (αp),

于是存在 u ∈ O×
K 使得 x+ωy = uαp,而由引理7.14, u = u0ω

j,其中 u0 ∈ OK ∩R,

0 ≤ j ≤ p− 1, 则

x+ ωy = u0ω
jαp.
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断言. 存在 b ∈ Z 使得 αp ≡ b (mod p).

取整基 1, ω, . . . , ωp−2,

α = c0 + c1ω + · · ·+ cp−2ω
p−2,

于是

αp ≡ cp0 + (c1ω)
p + · · ·+ (cp−2ω

p−2)p (mod p).

这就证明了断言.

于是

x+ ωy ≡ ωju0b (mod p)

x+ ω̄y ≡ ω̄ju0b (mod p).

则有

ω−j(x+ ωy) ≡ ωj(x+ ω−1y) (mod p).

即存在 β ∈ OK = Z[ω] 使得

x+ ωy − ω2j−1y − ω2jx = pβ.

若 1, ω, ω2j−1, ω2j 互不相同, 则 p|x 且 p|y, 矛盾.

若 1 = ω2j−1, 则 p|x− y, 矛盾.

若 1 = ω2j, 则 p|y, 矛盾.

若 ω = ω2j−1, 则 p|x, 矛盾.
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Part III

组合数论

8 指数和

问题. 设 p 是素数, a ∈ Z. 考虑同余方程 x2 + y3 + z4 ≡ a (mod p). 我们想

知道这个方程是否有解, 如果有, 那么有几个解.

为了解决这个问题, 我们考虑所谓的指数和 (Gauss 和)

S(p, a) =

p−1∑
x=0

e2πi
ax2

p .

下记 Mp 表示同余方程 xk1 +yk2 + zk3 ≡ b (mod p)的解的个数 (1 ≤ x, y, z ≤

p− 1). 于是有

Mp =
1

p

∑
x,y,z

∑
0≤a≤p−1

e2πi
(xk1+yk2+zk3−b)a

p

=
1

p

∑
0≤a≤p−1

(
∑
x

e2πi
axk1

p )(
∑
y

e2πi
ayk2

p )(
∑
z

e2πi
azk3

p )e−2πi ab
p

= p2 +
1

p

∑
1≤a≤p−1

(
∑
x

e2πi
axk1

p )(
∑
y

e2πi
ayk2

p )(
∑
z

e2πi
azk3

p )e−2πi ab
p .

引理 8.1. p ≥ 3 且 (a, p) = 1 时

S(p, a) =

(
a

p

)
εp

1

p2
,

其中 εp =

 1 p ≡ 1 (mod 4),

i p ≡ 3 (mod 4).

引理 8.2. |S(p, a)| = √
p
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证明. 作平方

|S(p, a)|2 = |
p−1∑
x=0

e2πi
ax2

p |2

=

p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

e2πi
a(x2−y2)

p .

取线性变换

 u = x+ y

v = x− y
, 则有

p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

e2πi
a(x2−y2)

p =

p−1∑
u=0

p−1∑
v=0

e2πi
auv
p = p.

于是当 k1 = k2 = k3 = 2 时, |Mp − p2| ≤ p3/2(p−1)
p

. 因此

Mp ≥ p2 −√
p(p− 1) ≥ 1,

即此时同余方程有解.

引理 8.3. S(p, a) =
p−1∑
x=1

(
x

p

)
e2πi

ax
p =

(
a

p

)
εp

1

p2
.

由此我们可以给出 Mp 的精确公式

Mp = p2 +
1

p

∑
1≤a≤p−1

(
a

p

)
ε3pp

3/2e−2πi ab
p

= p2 + ε3pp
1/2

∑
1≤a≤p−1

(
a

p

)
e−2πi ab

p

= p2 +

(
−b
p

)
p.

下面我们考虑一般的指数和

Sk(p, a) =
∑

0≤x≤p−1

e2πi
axk

p

其中 p 是素数, (a, p) = 1.
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令 H = {y ∈ G | ∃x ∈ G s.t. xk = y}. 考虑不同的 y1, y2 ∈ H, 有 xk1 =

y1, x
k
2 = y2, 于是

y2 = xk1(x
−1
2 )ky1,

可以看出对不同的 y ∈ H, 方程 xk = y 解的个数是一样的, 记为 r. 则 r =
|G|
|H|

=

|G/H|. 于是有

Sk(p, a) = 1 + r
∑
y∈H

e2πi
ay
p .

引理 8.4. |
∑
y∈G

e2πi
y
pχ(y)| = √

p.

证明. 作平方

|
∑
y∈G

e2πi
y
pχ(y)|2 =

∑
y1∈G

∑
y2∈G

χ(y1)e
2πi

y1
p χ(y2)e

2πi
−y2
p

(y1=πy2c)
=======

∑
y2c∈G

∑
c∈G

χ(y2)χ(c)e
2πi

y1
p χ(y2)e

2πi
−y2
p

=
∑
y2c∈G

∑
c∈G

χ(c)e2πi
y2c−y2

p

=
∑
c∈G

χc
∑
y2∈G

e2πi
y2c−y2

p

= p− 1 +
∑
c∈G
c ̸=1

(−χc)

= p− 1 + 1 = p.

开平方引理即证.

由特征的正交关系有

∑
χ(mod p)

χk=χ0

χ(y) =

 r′ y ∈ H,

0 y /∈ H.
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其中 r′ = #{χ | χk = χ0} = r. 则

Sk(p, a) = 1 +
∑
y∈G

e2πi
ay
p

∑
χk=χ0

χ(y)

= 1 +
∑
y∈G

e2πi
ay
p

∑
χk=χ0
χ ̸=χ0

χ(y) +
∑
y∈G

e2πi
ay
p χ0(y)

=
∑

χk=χ0
χ ̸=χ0

χ(a)
∑
y∈G

e2πi
ay
p χ(y)χ(a)

=
∑

χk=χ0
χ ̸=χ0

χ(a)
∑
y∈G

e2πi
y
pχ(y).

由引理8.4, 我们有

|Sk(p, a)| ≤ (r − 1)
√
p ≤ (k − 1)

√
p.

现在用 Mp 表示同余方程 x2 + y3 + z4 ≡ b (mod p) (p ≥ 5) 解的个数, 此时

|Mp − p2| ≤ 6p3/2.

于是当 p ≥ 37 时, Mp ≥ 1, 即同余方程有解.
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9 Combinatorial Nullstellensatz

本节主要关注的是如下问题

问题. p 素数. ∅ 6= A,B ⊂ Z/pZ, 引入集合

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}

A +̂ B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B, a 6= b}.

我们关心上述集合的大小.

我们将用所谓的多项式方法去给出上述集合的一个下界 (Cauchy-Davenport

定理). 这个证明同这个定理最先的证明不同. 下面我们介绍 N.Alon 著名的

Combinatorial Nullstellensatz, 并用它来证明上述定理.

定理 9.1 (Combinatorial Nullstellensatz). n ≥ 1. f(x1, . . . , xn) ∈ F[x1, . . . , xn].

xd11 · · · xdnn 在 f 中的系数不为 0, 并且 deg f = d1 + · · ·+ dn. 若对

∅ 6= S1, . . . , Sn ⊂ F

有 |Si| ≥ di + 1 (∀i), 则存在 si ∈ Si (∀i) 使得

f(s1, . . . , sn) 6= 0.

证明. 不妨设 |Sj| = dj + 1. 对 d > dj, 考虑分解

xdj = q(xj)
∏
s∈Sj

(xj − s) + r(xj).

则要么 deg(r) ≤ d 要么 r ≡ 0. 记 hj(xj) =
∏
s∈Sj

(xj − s). 则我们可以将 f 表示为

f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn) + R(x1, . . . , xn).

其中 R(x1, . . . , xn) 是 hj(xj) 的单项式的和式, 于是 ∀si ∈ Si (1 ≤ i ≤ n),

R(s1, . . . , sn) = 0. 并且可以知道 xd11 · · · xdnn 在 f 中的系数即为其在 g 中的系

数. 于是 g(x1, . . . , xn) 可以写成

g(x1, . . . , xn) = xd11 gd1(x2, . . . , xn) + · · ·+ x1g1(x2, . . . , xn) + g0(x2, . . . , xn).
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下用归纳法, 存在 s2 ∈ S2, . . . , sn ∈ Sn 使得 gd1(s2, . . . , sn) 6= 0. 则对 x 的多项式

g(x1, s2, . . . , sn) 存在 s1 ∈ S1 使得 g(s1, s2, . . . , sn) 6= 0.

定理 9.2 (Cauchy-Davenport). p 素数. ∅ 6= A,B ⊂ Z/pZ.

|A+B| ≥ min(|A|+ |B| − 1, p)

证明. 对第一个不等式, 只要证当 |A| + |B| − 1 ≤ p 时, |A + B| ≥ |A| + |B| − 1.

记 |A| = k, |B| = l. 用反证法, 假设 |A+B| ≤ k + l +−2. 考虑多项式

f(x, y) = (
∏

c∈A+B

(x+ y − c))(x+ y)k+l−2−|A+B| ∈ Fp[x, y].

则 deg(f) = k + l − 2. 而 xk−1yl−1 在 f 中的系数即为其在 (x + y)k+l−2 中的

系数, 即为
(
k+l−2
k−1

)
· 1Fp 6= 0Fp . 于是由定理9.1知道存在 a0 ∈ A, b0 ∈ B 使得

f(a0, b0) 6= 0, 矛盾.

定理 9.3 (Alon-Nathanson-Ruzsa). p 素数. ∅ 6= A,B ⊂ Z/pZ.

|A +̂ B| ≥ min(|A|+ |B| − 3, p).

证明. 只需将多项式改为

f(x, y) = (
∏

c∈A+B

(x+ y − c))(x+ y)k+l−2−|A +̂ B| ∈ Fp[x, y].

即可类似地证明.

定理 9.4. 设 q 是奇数, {a1, . . . , an} ⊂ Z/qZ 和 {b1, . . . , bn} ⊂ Z/qZ. 则存在

τ ∈ Sn 使得

a1 + bτ(1), · · · , an + bτn

两两不同.

证明. 考虑嵌入

ρ : Z/qZ → {e2πi
j
q }.
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记 αj = ρ(aj), βj = ρ(bj). 于是只需要证存在 τ 使得

α1βτ(1), · · · , αnβτn

两两不同. 考虑多项式

f(x1, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(αjxj − αixi)
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

deg(f) = n(n− 1). 取 S1 = · · · = Sn = B = {β1, · · · , βn}, d1 = · · · = dn = n− 1.

于是只用证明 xn−1
1 · · · xn−1

n 在 f 中的系数不为 0, 这时存在 s1, . . . , sn ∈ B 使得

f(s1, . . . , sn) 6= 0. 注意到 f 是两个 Vandermonde 行列式的积, 我们将行列式直

接展开

f = (
∑
σ∈Sn

εσ

n∏
i=1

(αixi)
σ(i)−1)(

∑
τ∈Sn

ετ

n∏
j=1

(xj)
τ(j)−1).

这里 σ(j)− 1 + τ(j)− 1 = n− 1. 于是 xn−1
1 · · · xn−1

n 的系数为

∑
σ∈Sn

εσετ

n∏
i=1

(αixi)
σ(i)−1 =

∑
σ∈Sn

n∏
i=1

α
σ(i)−1
i .

若 ∑
σ∈Sn

n∏
i=1

α
σ(i)−1
i =

∏
1≤i<j≤n

(αj − αi) + 2
∑
σ∈Sn
εσ=−1

n∏
i=1

α
σ(i)−1
i = 0,

则 ∏
1≤i<j≤n

(αj − αi) = −2
∑
σ∈Sn
εσ=−1

n∏
i=1

α
σ(i)−1
i .

而右式取范数为偶数, 左式取范数为奇数, 矛盾. 故而 xn−1
1 · · · xn−1

n 在 f 中的系

数不为 0.

注. 嵌入到特征为 2 的有限域 F2φ(q) 上即可避开范数的计算.
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Part IV

附录 A 代数学

本附录旨在回顾正文中可能用到的代数学背景知识.

A.1 分圆多项式

本节旨在初步介绍分圆多项式并给出一些基本性质. 我们记 ξn = e
2πi
n .

定义 A.1. 我们称

Φn(x) =
n∏

k=1
(k,n)=1

(x− e2πi
k
n )

为 n 次分圆多项式.

注. n 次分圆多项式 (nth cyclotomic polynomial) 的 n 次来自于 n 次本原单位根

(nth primitive root), 而不是说它的次数 (degree) 是 n.

命题 A.2. xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x)

证明. 首先

xn − 1 =
n−1∏
k=0

(x− ξkn) =
∏
d|n

∏
(k,n)=d

(x− ξkn)

于是只需证明假设 (k, n) = d, 设 k = dj, 则 ξkn = ξdjn = ξjn
d
且 (j, n

d
) = 1. 因此∏

(k,n)=d

(x− ξkn) =
∏
j,n

d

(x− ξjn
d
) = Φn

d
(x)

而 ∏
d|n

Φn
d
(x) =

∏
d|n

Φd(x)

推论 A.3. degΦn(x) = φ(n), 其中 φ(n) 是 Euler 函数.
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证明. 对命题 A.2. 式两边取次数得

n =
∑
d|n

degΦd(x)

应用 Möbius 变换和 Euler 函数的性质立即可得.

推论 A.4. Φn(x) ∈ Z[x].

证明. 用归纳法. n = 1时显然. 设对 Φk(x) (1 < k < n)命题都成立,则对 Φn(x),

我们有

Φn(x) =
xn − 1∏

k|n
1<k<n

Φk(x)

记 f(x) =
∏
k|n

1<k<n

Φk(x), 我们可以做多项式的带余除法

xn − 1 = f(x)g(x) + r(x)

其中 r(x) = 0 或 deg r(x) < deg f(x).

则 r(x) = f(x)(Φ(x) − g(x)). 若 r(x) 6= 0, 则 Φ(x) 6= g(x), 于是 deg r(x) ≥

deg f(x), 矛盾. 于是 r(x) = 0, Φ(x) = g(x) ∈ Z[x] 且是首一的.

定理 A.5. Φn(x) 不可约且是任意 n 次本原单位根的极小多项式.
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A.2 有限生成自由 Abel 群

定理 A.6. 设 (G,+) 是有限生成的自由 Abel 群, H < G 是非零子群, 则 H 也

是有限生成的自由 Abel 群且 rank(H) ≤ rank(G).

这个定理在模论的框架下考虑是自然的, 若对具体的证明感兴趣可以参考欧

阳毅等著《代数学 II 近世代数》.
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附录 B 分析学

本附录旨在回顾正文中可能用到的分析学背景知识. 附录中的结论几乎不会

给出证明, 读者可以自行参考分析学的相关著作如 [2],[3].

B.1 解析延拓

定理 B.1. 设 f, g 是在一个区域 Ω ⊂ C 上的全纯函数, 并且在某个非空开子集

S ⊂ Ω 上, f(z) = g(z) ∀z ∈ S, 则 f(z) = g(z) ∀z ∈ Ω

注. 更一般地, S 可以替换成聚点在 Ω 内的 ( 不同点构成的 ) 点列.

定义 B.2. 给定函数 f, F 使得它们分别在区域 Ω,Ω′ 上解析, 并且 Ω ⊂ Ω′. 如果

f(z) = F (z) ∀z ∈ Ω, 我们就称 F 是 f 到 Ω′ 上的解析延拓.

如果解析延拓存在, 定理 B.1 保证了解析延拓的唯一性.

事实上, 正文中出现的大多是延拓成亚纯函数, 不难证明亚纯延拓也是唯一

的.

B.2 Poisson 求和公式

Poisson 求和公式或可归于调和分析, 欲探求具体细节和一般形式的读者可

查阅 [4].

定义 B.3. 设 f : R → C 是 L1 函数 (即可积函数). f 的 Fourier 变换 f̂ : R → C

由

f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−2πixξdx

给出. 这是一致连续的.

定义 B.4. 我们定义 Schwarz 函数空间如下

S(R) = {f : R → C | f ∈ C∞(R), |f (n)(t)| = o(|t|c)(t→ ±∞) ∀n ∈ N≥0, c ∈ R}
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引理 B.5. 设 f, g ∈ S(R). 则有

(1) f̂ , ĝ ∈ S(R).

(2)
ˆ̂
f(t) = f(−t).

(3) 对卷积

(f ⋆ g)(t) =

∫ ∞

∞
f(t− u)g(u)du

有

f̂ ⋆ g(s) = f̂(s)ĝ(s).

定理 B.6 (Poisson 求和公式). 若 f ∈ S(R), 则∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f̂(n).
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附录 C “初等” 方法

本附录将介绍一些只用到数学分析的方法, 主要内容都是关于均阶估计的.

C.1 Dirichlet 除数问题

考虑除数函数 d(n) =
∑
m|n

1.

∑
n≤x

d(n) =
∑
n≤x

∑
m|n

1

(n=mq)
======

∑
m,q

mq≤x

1 =
∑
m≤x

∑
q≤ x

m

1

=
∑
m≤x

[ x
m

]
=
∑
m≤x

( x
m

−
{ x
m

})
= x

∑
m≤x

1

m
−
∑
m≤x

{ x
m

}

注意到 ∑
m≤x

1

m
= logx+ γ +O

(
1

x

)
其中 γ 是 Euler 常数.

于是 ∑
n≤x

d(n) = x logx+O(x).

为了改进上述结果, 观察上述对 mq ≤ x 的求和, 我们给出它的几何描述, 即

第一象限的双曲线同坐标轴之间的区域有多少整点. 这启发我们考虑如下等式∑
n≤x

d(n) = 2
∑
m≤x

[ x
m

]
−
[√
x
]2

= 2(x(log
√
x+ γ +O(

1√
x
))−

∑
m≤

√
x

{ x
m

}
)− (

√
x− {

√
x})2

= x logx+ (2γ − 1)x+O(
√
x).
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注. 比较上述结果, 我们不难得出∑
n≤x

{x
n

}
= (1− γ)x+O(

√
x).

上面的办法可以推广到一般的数论函数即为所谓 Dirichlet 双曲律,

定理 C.1 (Dirichlet 双曲律). 设 f, g 是两个数论函数, 其部分和函数分别记为

F,G. 于是对任意的 1 ≤ y ≤ x 有∑
md≤x

f(m)g(d) =
∑
d≤y

g(d)F (x/d) +
∑
m≤x/y

f(m)G(x/m)− F (x/y)G(y).

证明是显然的.

此外, 从上面的过程中我们可以总结一套通行的做法, 考虑一般的数论函数

f : N → C, ∑
n≤x

∑
d|n

f(d)
(n=dq)
======

∑
d≤x

f(d)
[x
d

]
=
∑
d≤x

f(d)
x

d
−
∑
d≤x

f(d)
{x
d

}
= x

∑
d≤x

f(d)

d
+O(

∑
d≤x

|f(d)|).

C.2 Chebyshev 估计

本节的主要结果是下面的定理:

定理 C.2 (Chebyshev). 对于 x > 2, 我们有

(1) ψ(x) � x,

(2) φ(x) � x,

(3) π(x) � x
logx .
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证明. 首先证明存在正常数 c1, c2 使得

c1x ≤ ψ(x) ≤ c2x. (8)

我们考虑

T (x) :=
∑
n≤x

logn =
∑
n≤x

∑
d|n

Λ(d)

(n=dq)
======

∑
d,q

dq≤x

Λ(d) =
∑
d≤x

∑
q≤x

d

Λ(d)

=
∑
n≤

ψ(
x

n
) =

∞∑
n=1

ψ(
x

n
)

不难看出 T (x) =
∑
n≤x

logn = x logx − x + O(logx). 回忆对于单调递减趋于

0 的数列 {an}, 有

a1 − a2 ≤
∞∑
n=1

(−1)n−1an ≤ a1 − a2 + a3

我们将其应用到 ψ(x
n
) 上. 首先

∞∑
n=1

(−1)n−1ψ(
x

n
) =

∞∑
n=1

ψ(
x

n
)− 2

∞∑
n=1

ψ(
x

2n
) = T (x)− 2T (

x

2
),

于是

ψ(x)− ψ(
x

2
) ≤ T (x)− 2T (

x

2
) ≤ ψ(x)− ψ(

x

2
) + ψ(

x

3
).

我们有一组不等式

ψ(
x

2k
)− ψ(

x

2k+1
) ≤ x

2k
log 2 +O(log x

2k
) (k = 1, 2, 3, . . . )

把它们加起来可得

ψ(x) ≤ (2 log 2)x+O((logx)2).

另一边, 我们有

ψ(x) ≥ ψ(x)− ψ(
x

2
) ≥ T (x)− 2T (

x

2
)− ψ(

x

3
)

≥ log 2
3

x+O(logx)

其余部分效仿定理 1.6. 即可.

83



注. Chebyshev利用更精细的办法,得到 (5)中的常数大致分别为 c1 = 0.92 . . . , c2 =

1.10 . . . .

现在我们可以证明 Bertrand 假设, 即下述定理

定理 C.3 (Bertrand). 对任意 n ∈ Z+, (n, 2n] 至少包含一个素数.
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附录 D π 是无理数

命题 D.1. π 是无理数

证明. 用反证法. 假设 π = a
b
, a, b ∈ Z+. 引入

f(x) = fn(x) =
xn(a− bx)n

n!
n ∈ Z+

不难看出 f(0) = f(π) = 0, f(x) = f(π − x).

断言. 对每一个 j ∈ Z+, f (j)(0) ∈ Z. 下面我们证明断言. 我们可以将 f(x)

的分子部分写成

xn(a− bx)n = cnx
n + · · ·+ c2nx

2n

其中 cn, . . . , c2n ∈ Z.

当 j < n 时, f (j)(0) = 0 ∈ Z.

当 j ≥ n(不妨 n ≤ 2n) 时, 考虑 (xj)(j) = j!, 有(
cjx

j

n!

)(j)

=
cjj!

n!
∈ Z

因此断言成立. 同理我们有 ∀j ∈ Z+, f (j)(π) ∈ Z.

下引入

F (x) = f(x)− f (2)(x) + f (4)(x) + · · ·+ (−1)nf (2n)(x)

=
n∑
j=0

(−1)jf (2j)(x).

约定 f (0)(x) = f(x). 于是 f(x) = F (x) + F (2)(x). 观察到

(F ′(x) sinx− F (x) cosx)′ = F ′′(x) sinx+ F (x) sinx

= f(x) sinx.

于是 ∫ π

0

f(x) sinx = (F ′(x) sinx− F (x) cosx)
∣∣∣∣π
0

= F (π) + F (0) ∈ Z+
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而当 0 < x < π 时, f(x) sinx > 0. 于是有

1 ≤
∫ π

0

f(x) sinx ≤ πn+1an

n!
→ 0 (n→ ∞)

矛盾.
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